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IMUODUCTION. 


CIchscli  a  lait  voir  que  les  coonlonnées  dos  points  d'une  courJ)e  de  i^enie 
un  s'expriment  en  fonction  rationnidle  d'un  paramètre  et  d'un  radical  por- 
tant sur  un  polynôme  du  quatrième  degré  de  ce  paramètre;  ou  encore, 
//  étant  le  degré  de  la  courbe,  r  et  v  les  cooi'données  d'un  de  ses  points. 
(jn'on  peut  écrire 

(a)  x  —  o{t),     y  =  <\,{l), 

9  et  -i  étant  deux  Ibnclions  douhlement  périodi(|ues  d'ordre  //  du  para- 
mètre t,  ayant  mêmes  périodes  et  mêmes  infinis. 

Le  présent  travail  a  pour  hut  l'élude  des  courhes  de  geiir*^  un  en  parlant 
de  ce  mode  de  représentation. 

A  ce  sujet,  les  deux  premières  questions  (|ui  se  posent  sont  les  suivantes  : 

I.  Toute  courhc  dont  les  coordomivcs  des  poinls  sont  des  fondions  doidiliinrnt 
périodiquiS  d'un  piirumctic  cst-cllc  de  i^r/irc  un?  Quel  est  son  de^Tc? 

II.  Lu  reprcsenlulio/i  pu/rifnctnquc  d  une  telle  eourbe  étant  donnée,  en 
déduire  son  équation . 

(le  dernier  pr(d)l('me  revient  ii  éliminer  /entre  les  é(|ualions  [u];  il  a  elé 
résolu  par  M.  Hermite  pour  le  cas  où  les  fonctions  doublement  perioili(|iu's 


(loiinées  sont  du  troisième  ordre,  mais  la  méthode,  appliquée  à  des  fonc- 
tions d'ordre  n,  conduit,  entre  r  et  }-,  à  une  équation  de  degré  in  —  3  et 
non  de  decré  n. 

On  peut  également,  étant  donnée  la  représentation  paramétrique  de  la 
courbe,  chercher  à  : 

m.  En  déduire  l'cqua/io/i  de  la  courbe  de  degré  /i  —  3  adjointe  à  kl  pro- 
posée, c'est-à-dire  de  la  courbe  de  degré  n  —  3  gui  passe  par  /«  |«  (  «  —  3  )  points 
doubles  de  la  courbe  de  degré  n  et  de  genre  un  donnée. 

En  dé  luire  également  l'écjuation  générale  des  courbes  adjointes  de  degré 


Ce  sont  ces  trois  (juestions  que  nous  nous  sommes  proposé  de  résoudre 
dans  la  première  Partie  de  ce  travail.  A  cet  effet,  nous  avons  employé  une 
représentation  paramétri(iue  nouvelle,  en  coordonnées  homogènes,  où  ne 
figurent  que  des  sommes  de  fonctions  6. 

Ces  fonctions  0  sont  liées  par  des  relations  homogènes  du  second  degré, 
d'où  se  déduisent  des  équations  que  nous  avons  n])\)e\ées  fondamentales,  et 
dont  la  considération  résout  les  trois  problèmes  posés  plus  haut. 

On  termine  la  première  Partie  par  l'exposition  de  quelques  conséquences 
géométriques,  déduites  d'identités  algébriques  qui  se  présentent  naturel- 
lement au  cours  des  calculs.  , 

Dans  la  deuxième  Partie,  on  traite  de  l'intersection  d'une  courbe  de 
genre  un  et  d'une  courbe  algébrique  quelconque,  adjointe  ou  non  adjointe 
à  la  première;  on  retrouve  les  résultats  donnés  par  Clebsch  au  sujet  des 
courbes  de  contact,  c'est-à-dire  des  courbes  qui  passent  par  un  certain 
nombre  de  points  fixes 'de  la  proposée  et  ont  avec  elle  en  tous  leurs  autres 
points  (le  rencontre  un  contact  d'ordre  donné;  on  étend  ces  résultats,  qui 
ne  se  rapportaient  <|u'aux  propriétés  des  systèmes  de  points  de  contact,  en 
donnant  la  forme  de  l'équation  générale  des  courbes  de  contact,  d'où  l'on 
peut  déduire  des  propriétés  de  ces  courbes  elles-mêmes. 

Dans  la  troisième  et  dernière  Partie,  on  définit  les  systèmes  de  points 


(    VII    ) 

conjugués  et  los  oorrospondaiices  sui'  une  courlx'  de  i^oni'e  un,  cl  l'on  ilonnc 
(les  propriétés  géon)étri(|uc's  de  ces  svsli'nies  de  points. 

Enfin  on  applique  à  la  courbe  du  (|iialrièrne  degré  ii  deux  points  douMes 
les  résultats  obtenus  pour  la  courbe  générale  du  picniier  genre. 

Les  questions  examinées  dans  la  preniii're  Partie  n'(tiit  pas  encoi'c  été 
résolues,  à  notre  connaissance;  dans  la  deuxième  Partie,  on  nous  permettra 
de  signaler  l'interprétation  géométri([ue  de  chacune  des  équations  établies 
par  Clebsch  (n°  48)  et  dont  l'ensemble  exprime  (jue  mn  points  d'une  courbe 
de  genre  un  et  de  degré  n  sont  sur  une  courbe  de  degré  jn\  nous  appellerons 
également  l'attention  sur  la  solution  du  problème  suivant  : 

Soil 

nui  =  2  /,  i  +  /,\,  +  /•,/,-+-...+  r,i  1,1. 

Trouver  l' équation  générale  des  courbes  de  degré  m,  qui  passent  par  k  ^  points 
doubles  et  Â\,  points  simples  donnés  sur  une  courbe  de  degré  n  et  de  <j;cnre  un.  et 
(pu  ont  avec  cette  courbe  en  Ij  points,  dont  les  arguments  ont  u/ie  sonune 
donnée,  un  contact  d'ordre  r,  —  i  ;  y  =  i ,  2,  . . . ,  ly  1. 

La  forme  trouvée  pour  cette  équation  générale  coiuluit  à  de  nombreuses 
conséquences  géométriques;  elle  sert,  en  outre,  à  établir  les  tbéoirmes 
principaux  démontrés  dans  la  troisième  Partie. 

Parmi  ces  tbéorèmes  nous  signalerons  ceux  (jui  sont  relatifs  à  la  courbe 
enveloppe  des  droites  joignant  deux  points  conjugués  (n""  <S0  et  81;,  ;i  la 
position  de  ces  points  sur  la  droite  ([ui  les  joint  (n'"*  82  et  83)  et  l'apiilica- 
tion  de  ces  résultats  aux  conrlies  du  cinquii'iue  degré. 

La  théorie  des  courbes  du  ijnatril'me  degré  à  deux  points  doubles  reii- 
ferme  un  certain  nombre  de  ]u-opositions  l)ien  connues,  mais  dont  la  dé- 
monstration, à  l'aide  des  fondions  0.  est  peut-être  nouvelle;  |)lnsieuis 
propriétés  du  centre  d'uni'  cyclique  in'"'  I  !()  à  121)  ne  nous  paraissent  pas 
avoir  encore  été  données;  il  eu  est  de  niénu'  tin  théorème  du  n"  127  sur  les 
cycliques  homofocales,  (pii  entraîne  de  nombreuses  conséquences;  des 
propositions  des  n"''  \'^'^  \\  I  il  complétant  la  théorie  des  points  conjugués. 


(  vin  ) 
cl  (If  (('Iles  (les  II""  l.")4  à  16U  l't'latives  à  l'intersection  d'une  cveliquc  et 
(l'un  ccicle. 

Nous  avons  eu  souvent  à  consulter,  pour  la  rédaction  de  ce  travail,  les 
Mémoires  bien  connus  de  Clebsch,  publiés  au  Journal  de  Crelle  (t.  63  et  64), 
\es  Leçons  sur  la  Géométrie,  du  même  auteur,  la  tbèse  du  P.  d'Esclaibcs  sur 
les  courbes  du  premier  genre,  et  l'Ouvrage  de  M.  Darboux  Sur  une  classe 
remarquable  de  courbes  et  de  surfaces  algébriques. 


t. 

r 


SUR    LES 


COURBES  DE  GENRE  UN 


PREMIÈRE   PARTIE. 


I. 

Théorèmes  généraux. 

I.   Soit  une  t'onctioa  /i /),   lioloinorpho  dans  tout  le  plan  et  satislaisanl 
aux  relations 

fKt  (i)  ' 

(2)  /(/  +  «'.>')  =./(0^'     '"    '"         "'"'-. 

OÙ // désigne  un  entier  positif,  w  et  c/ des  <|iiantités  arbitraires,  telles  (pa- 
le eoeffirient  de  \—  i  dans  le  rapport  '-  soit  positif.  On  peut  poser 


J(l)=:     2^     \,„c  '■'>.■ 


linéaire  et  homogène  des  //  fonctions 


et  la  relation  (2)  montre  que  A,„  —  A„,_.,.  La  fonction  /(/)  est  donc  fonction 
me  des  //  fonctions 

f  l-,     ,  .\  \  l/'l  +  ll-ITt  -  +  2l//!  +  ll 


i       II,,  (O  --- >  c  '•'  '■'  . 


/  71/ 


Il  n'existe  entre  ces  fonctions,  d'après  la  forme  même  de  leurs  développe- 
ments, aucune  relation  linéaire  et  homogène.  Nous  allons  les  remplacer 
par  de  nouvelles  fonctions,  d'expression  plus  simple,  jouissant  des  mêmes 
propriétés. 

Soit  0, (/;  la  fonction 


,.,  \'      1)1- lit h2 


(O'  fRl 


71/  llZI' 

2  m   2  m  — 

e        "  , 


l>  étant  un  entier  quelconque;  on  a 

/  f,i\  \^    m'(Jt-+! 

c'esl-ii-dirc 


Kn  donnant  h p  les  valeurs  o,  i ,  ...,//  —  i ,  on  ol)tient  n  équations  de  cette 
forme,  d'où   l'on  déduira  les  expressions  de  K|(/j ^n(f)  pu  i'onction 

linéaire  et  homogène  deO^:/' 0,    /  +  (//  —  i) 


>  si  le  déterminant 


n'est  pas  nul. 
Or,  en  posant 


cc^  —  I ,      a;  —  G 

ce  déterminant  devient 
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I   -3 
c"t'st-à-ilire  le  produit  des  dilTérences 

Mais  on  ne  peut  avoir 
que  si 


/(  —  1 .    Il . 


«A 


k  —y  =  o    (mocl.«  I, 

relation  impossible,  puisque  k  ety  sont  inférieurs  ii  /;. 

On  exprimera  donc  R,  7\  ....  R.,  /^  en  fonction  linéaire  et  homogène  de 

^.1, 


/  -5-   n    -  I   —   -  et,  comme  il  n'existe  pas  de  relation  linéaire 
//  ' 

et  homogène  entre  R,,  H„,  il  n'existera  aucune  relation  de  cette  nature 

entre  les  nouvelles  fonctions. 

De  là  résulte  le  théorème  suivant  : 

1.  TnEonÈMi;  1.    —  Toute  fonction  J\t  .  holuinorplie  (Umstoiit  le  plan  et  véri- 
fiant les  relations 

J\t-r-'.>)        — ,A/I. 

/[l   -r-  II',)' )^/\t)(;      ''     <•'        "''"'•>^ 

s'exprime  linéairement  en  fonction  des  n  fonctions  P,   /  ,   ..  .   I'„  /  ,  définies 
par  l'équation 

Il  n  existe  entre  ces  n  fonctions  aucune  relation  linéaire  et  /lomo^é/ie.  Elles  sa- 
tisfont aux  relations 


(3) 


P/,(/    '   //(,)')   -'Pk{t)e   '"  <■> 


\    Pt(t-r-',>')        :.=  P,,{t)e 


;>.    THÊontMi:  II.    —   Toute  finction  linéaire  et  homogène  de  1',.  IV. l'„  a 

n  zéros  dans  le  parallélogramme  «o,  n  o/  ;  la  somme  de  ces  zéros  est  -  ;  w  ^  n  oj'  . 
à  des  multiples  prés  de  «o,  n  y'. 

Car  cette  fonction  divisée  par  P,   /    devient  une  l'onction  douhlernent  pé- 


(4  ) 
I  i()ili(|iic,  ;iux  périodes  o>,  no/  [fonmiles  (3)]  ;  ses  n  infinis  sont  les  n  zéros 
de  P,,  dans  le  parallélogramme  w,  «o/,  c'est-à-dire  les  quantités 

i(,,,  4-,,,'),       !(,,)  _ur,/)-f-  r,)',       i(0)  H-o/)-H("  —  l)(.j', 

dont  la  somme  est 

■   -  (oj  +  «r.i  ). 
2 

Dans  ce  qni  suit,  lorsque  nous  parlerons  des  n  zéros  d'une  fonction 
linéaire  et  homogène  de  P,,  ....  P„,  il  s'agira  des  zéros  de  cette  fonction, 
compris  dans  un  même  parallélogramme  to,  «o/. 

4.  Théorkme  111.   —    //  ejcistc    n  —  k)  fonctions  linéaires  et  homogènes  de 

P P„  s' annulant  pour  k  valeurs  flonnées  de  t{t  y,  t, //,  et  linéairement 

indépendantes  ;  toute  autre  fonction  linéaire  et  homogène  de  P,,  ...,  P„,  ayant 
les  zéros  t,,  t., t^,  sera  une  fonction  linéaire  et  homogène  de  celles-là. 

Si  l'on  écrit,  en  effet,  que  la  fonction 

/•( 0  =  «,  Pi  -H  ■  •  •  +  «/,  P/,- -H . .  •  f'„  r„ 

s'annule  pour/ = /,,  ...,  t^,  on  obtient  X- équations  linéaires  et  homogènes 
entre  les  constantes  a,,  ...,  a„.  Si  ces  k  équations  sont  distinctes,  elles  per- 
mettent d'exprimer  k  de  ces  constantes,  par  exemple  a,,  a., «^  en  fonc- 
tion linéaire  et  homogène  de  a/,^,,  0^-2-  •••'  ««• 

On  a  ainsi  , 

J\t)  =r  a,.^i  ( P^.^,  4-  À,  I>,  ^  .  .  .  -  l^ P;..)  + .  .  .  +  a„  (  P,,-^  7,  P,  -^  .  .  .  -  ■7,.  Pt)  : 

f[t)  est  donc  fonction  linéaire  et  homogène  des  n  —  k  fonctions 

,  P/,^,  +  }.,P,-^...  +  >./,I\, 
(F)  ■   > 

f   P„      -H!7,P,H-...-FcrA.P/,, 

qui  s'annulent  pour  /  =  /,,  t., t^  et  sont  linéairement  indépendantes, 

puisque  chacune  d'elles  contient  une  fonction  P^  qui  ne  figure  pas  dans  l'ex- 
pression des  autres. 

Si  les X: équations  qui  lient  a,,  a. a„  se  réduisent  à  un  nombre  moin- 
dre, k  —  I  par  exemple,  on  exprimera  A-  —  i  de  ces  constantes  en  fonction 
linéaire  et  homogène  des  [n  —  k  -^  i)  autres,  et  l'on  aura 

/(  0  =  «A  [  P/,  -^  Àl  Pi -i- ••■+  >A-.  Pa-,  J   --•■•+««[  P« -+-  ^.  P.  +-... -^  !7A-_  ,  P,,- ,  J- 


Cette  fonction  s'annulaiit  quels  que  soient  r//, a„  pour  /  =  /, /^,  on 

pourra  toujours  choisir  les  [n  —  /t  +  i]  constantes  a^ a,,  de  façon  qu'elle 

s'annule  pour  ii  —  X- valeurs  de  t,  choisies  arbitrairement;  on  aurait  ainsi 
formé  une  fonction  linéaire  et  homogène  de  P,,  ...,  P„  ayani  //  zéros  de 
somme  quelconque,  ce  qui  est  absurde. 

La  première  hypothèse  est  donc  seule  admissible,  et  le  théorème  est 
démontré. 

.").  Remarque.  —  Soient  '^,(0'  '^■À^)^  •••'  '^<i-k'\'-)  le*  /;  —  /.•  tonctions  '(^) 
qu'on  vient  de  former,  et  'r„+/_t(/)  une  fonction  linéaire  et  homogène  de 
P, P„  quelconque,  s'annulant  pour  les  valeurs  t^,t.^,  ...,  //,  de  la  va- 
riable, la  valeur /,  exceptée.  Il  existe  évidemment  une  intinité  de  fonctions 
'in+i-k[i)  satisfaisant  à  ces  conditions. 

Je  dis  qu'il  n'existe  aucune  relation  de  la  forme 

n  —  oL^'-i^  -H  x.T,  +...-I-  x„_i.'r„_/,H-  3(„_i^^,'r„_/,+, +...4-  a„+,_/,y.\,+,-/,+...+  :<„'r„: 

car,  si  une  pareille  relation  existait,  on  en  déduirait,  en  faisant  i  —  /,, 

ce  qui  entraine,  puis(|ue  la  fonction  'r„^,_A(0  'le  s'annule  pas  pour  t  ■=  l,. 
On  aurait  ainsi 

^«^1-/,  =  y-n+'l-h-  =^  .  .  .  =  0(„  =r  O. 

et,  par  suite,  puisque  les  fonctions  'J?, 'r„_A  sont  linéairement  indépen- 
dantes, 

^1  =  a,  = .  .  .  =  a„_/,  =  o. 

On  peut  donc  former  n  fonctions  y?,,  ...,  'J.'„  linéaires  et  homogènes  de 
Pi, P„,  linéairement  indépendantes,  et  satisfaisant  aux  conditions  sui- 
vantes : 

Les  n  —  k  premières  'J?,,  ...,  aVA  s'annulent  pour  /  =  /,,...,//.. 

La  fonction  î'„^,_A.  s'annule  pour^  =  /^,,  ...,/,^i,  /,vi.  •••./*('  =  '-  - -^'I- 

Des  théorèmes  II  et  III  résulte  la  proposition  suivante  : 

G.  Théorème  IV.  —  Etant  donnés^Wltis  an  i)ai  allé  la  gramme  oj,  n^  ,  n  points 
dont  les  arguments  ont  pour  somme  -  (w  +  hm')  à  des  rtudtiples  près  de  (o,  «oj'. 


on  peut  former  une  et  une  seule  fonction  linéaire  et  homogène  de  P ,  P„ 

s'annulant  en  ces  n  points. 

7.  TiiiiouÈME  V.  —  Deux  fonctions  P  n'ont  pas  de  zéro  commun. 
Car  les  zéros  de  Pa+i(0  sont,  dans  un  parallélogramme  oj,  /h./. 

2  'l 

Pour  (]ue  P/,  m(0  el  Pa  +  i(0  eussent  un  zéro  commun,  il  Aiudrait  (jue 

1  (  f,,  +  Oj'  )  —  /.■ !-  /i  o/  =  ^  (  W  +  '.)'  )  —  A  ' h  /'  ''•)'  -+-  p''l  -^  /'  o'  f,)' . 

p  et  p'  étant  entiers,  ou 

-  (A'  —  A)  "   rW{h'  —  A  )  H-  p'-)  +  nrj'rji'. 

Le  rapport  —  étant  imaginaire,  cette  relation  entraine  les  deux  suivantes  : 

A'  —  A  =  /(  p,      h   -  A'  =;  n  p'. 

k  et/'  étant  inférieurs  ;i  n,  on  aura  /•  —  /■ ,  et  les  deux  fonctions  P^m.  IV^  i 

sont  identiques. 

* 

8.  TiiÉor.KME  YI.  —  Entre  {ji+ i)  fonctions.  f^[t) fn^i'j)'  holomorphes 

dans  tout  le  plan  et  satisfaisant  aux  relations 

/(i  +  w)  ^  ni), 

InîTil 

f{t  +  9J)^-J\l)e    T"  , 

oii  n  est  un  entier  positif  h  une  constante  (ptelcoïKjue.  il   et  o>  des  cjuantitcs 

O'         .  

telles  cpie  le  coefficient  de  \j  —  \ ,  dans  le  (puuicnt  —  ,  soit  positif,  il  c  ciste  une 

relation  linéaire  et  homogène. 
Posons,  en  effet, 

A  désignant  une  constante;  on  a 

9(<  -H  «co')  =  ©(O*^' 


(  7) 

Si  /.  est  tel  que 

,  .    "/.         ,  .    ',/ 

«  -r    2/117:—  ^  /l- IT.  ^  ^ 

«  '.1 

les  (n  —  \)  fonctions  o(/]  vériiient  les  relations  (  i)  et  ;  2)  et  sont  fonctions 
linéaires  et  homogènes  de  P,,  ....  P„.  JI  existe  donc  entre  elles  une  relation 
linéaire  et  homogène  et  la  même  relation  subsiste  entre  les  tniuiions 
f,{f) ^^,if'- 

II. 

Expression  des  coordonnées  des  points  d'une  courbe  de  genre  un. 

9.  Le  P.  d'Esclaibes  a  mis  les  coordonnées  des  points  d"une  courhe  (inel- 
conque,  de  genre  un  et  de  degré  n,  sous  la  forme 

"""''a{t,~X,)...H{l,~=r„) 


j  m,t,~y,)...n(t,-y„) 

•  H(/,--/,)...Hu,--/„)' 


-V,  et  iiîj  sont  des  constantes;  on  a,  de  plus, 
1  X,  +-  y.,  - 


-r-  x„  =  y,  —  ...  ^  •/„  —  •'.  //  K  —  ■?.  /i  iW, 

—  3«  =  -/i  -ï-  •  ■  •  H-  7«  -^  T  //,  K  -i-  2//,/K'; 


H(f)  est  la  fonction  ordinaire  de  Jacohi;  //.  //  ,  //,.  //,  sont  des  entiers;  r  d 
y  sont  des  fonctions  doublement   périodiques   de  /,,  aux  périodes   2K  el 

2/K'('). 

Pour  transformer  ces  expressions,  posons 

f)  étant  une  constante. 

Les  n  zéros  du  dénominateur  de  r  sont 

'  =  />-  '■'•  7-2 -0.   ...,  •/„  -  5. 
Nous  choisirons  H  de  façon  que   leur  somme  soit  -  ,oj  -t- /no  ,  c'est-à-dire 


(')  DTscLAiBES,  Tlièse.  p.  ly  cl  28. 


(«  ) 

qu'on  ait 

(,  5  lus)  y I  +  .  .  .  ^-  y„  —  /i  0  :^  -  (  0.  +  n  '.)'). 

On  pourra,  par  suite  (théorème  IV),  former  une  fonction 

ayant  cesn  zéros. 

Les  zéros  du  numérateur  de  œ  sont  a,  —  9,  a^  —  H,  ...,  y.,,  —  H;  on  tenant 
compte  des  relations  (5)  et  (5  bis'},  on  trouve,  pour  leur  somme, 

a,  —  0  -^  y.2  —  S  + .  .  .  +  x,,  —  0  =  -  (  0)  -I-  rt  oj')  -1-  /(  0)  +  /;/( 'w' 

et,  par  suite,  on  peut  former  une  fonction 

A;p,(o  +  -.-  +  A;,p„(n 

admettant  ces  n  zéros. 
La  fonction 

a;p,+..  ■+a:„.p„_, +  a:,p„ 

C,Pi+...+  C„P„ 

admet,  d'après  les  formules  (3),  les  périodes  to,  «to'ou  aK  et  2/K',  comme  la 
fonction  x-{t);  elle  a,  de  plus,  mêmes  zéros  et  mêmes  infinis  que  cette  fonc- 
tion, dont  elle  ne   ditTère,   par  suite,  que  par  un  facteur  constant.  On  a 

ainsi 

x(C,P,  +  . . .+  C„P„)  =  A,P,  +. .  .4-  A„P„ 

et,  de  même, 

.v((:,P,+...^C„P„)  =  B,P, +...+  B„P„. 

A, A„;  B, B„;  C, C,;  étant  des  constantes.  En  coordonnées 

homogènes,  on  pourra  donc  mettre  les  coordonnées  des  points  d'une  courbe 
de  t;enre  un  et  de  deeré  /;  sous  la  forme 

:  .ri  =  A1P1-...+ A„P„, 
(6)  x,  =  B,P,+...  +  B„P„, 

1  .r,  =  C,P,  +  ...+  C„P„. 

Si  l'on  change  t  en  t -+-  w,  ou  en  t  4- no/,  ou  retrouve  [formules  (3  1]  les 
mêmes  valeurs  proportionnelles  de  x,,  x.^,  x.^  et,  par  suite,  le  même  point 
de  la  courl'c. 


(  9  ) 
lu.  Imrrscmcril.  soil  S  iiiio  coorl)e  représentée  par  des  équations  de  la 

forme  (6),  où  A, C„  désignent  des  constantes  arl)itraires. 

La  courbe  S  est  algébrique,  car  il  existe  une  relation  algébrique  entre  les 

deux  fonctions  '—{t)  et  -r(')'  ^"6  nous  désignerons  respectivement  par 

X(i)  et  Y(;),  qui  sont  doublement  périodiques  aux  mêmes  périodes  o,  /;o/; 
de  plus,  il  est  clair  que  la  courbe  S  ne  saurait  se  décomposer  en  deux 
courbes  algébriques  dillerentes. 

La  courbe  S  est,  en  général,  de  degré  /^  car  une  droite  quelconque 


la  coupe  en  des  points  dont  les  arguments  vérifient  lÏMjuation 

«,(A, P. +  ...)+..-  =  ". 

Cette  équation  ayant  (tii.  II)  n  zéros,  /,,  t..,  ...,  /„  dans  tout  parallélo- 
gramme w,  TiLo',  il  y  aura,  en  général,  n  points  d'intersection  de  la  droite  et 
de  la  courbe  :  celle-ci  sera  donc  de  dci-ré  n. 

Il  n'existera  que  deux  cas  d'exception  : 

1°  A  un  ou  plusieurs  des  arguments  /,,...,/„  ne  correspond  aucun  point 
de  la  courbe  S;  en  d'autres  termes,  on  aura,  par  exemple. 

En  ce  cas,  x^  it),  x.,{t),  x.^[t)  ont  un  ou  plusieurs  zéros  communs. 

2°  A  deux  ou  plusieurs  des  arguments  t^,  t.,.  . . . ,  /„  correspond  le  même 
point  de  la  courbe;  on  a,  par  exemple, 

X(ï',)  =  X(/,),     Y(^)  =  Y(/.). 

En  considérant  une  autre  droite,  on  obtiendra  des  relations  analogues,  de 
sorte  que  l'on  aura  pour  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs  de  a  et  de  '-^ 
comprises  dans  un  même  parallélogramme  (o,  ruo 

(7)  \iy)^\{y.),     Y(S)-^Y(:<|. 

'i  étant  di fièrent  de  ■/.. 

Je  dis  que  dans  ce  cas  la  courbe  S  est  une  c(uirlie  di'  degré  inférieur  ;i  // 
comptée  plusieurs  fois,  c'est-à-dire  i\v\à  tout  point  de  celle  courbe  corres- 
pondent deux  ou  plusieurs  valeurs  de  l'argument  /;  ou  que,  étant  donnée 
dans  un  parallélogramme  w,  rno\  une  valeur  qiielconf[iie  de  a.  on  trouvera 

II.  2 


(    lo   ) 

ilaiis  ce  parallélogramme  une  ou  plusieurs  valeurs  de  '^.,  différentes  de  v, 
telles  que  les  équations  (7)  soient  vérifiées. 

Soit,  en  effet,  ?  une  fonction  d'une  variable  a  définie  par  la  relation 

X(3)  =  X(a). 

Posons 

U(a)  =  Y(,3)-V(5t).   • 

A  une  valeur  de  a  correspondent,  m  étant  l'ordre  de  la  fonction  doublement 
périodique  aux  périodes  w,  nco',  \{t),  m  séries  de  valeurs  de  p, 

y.  -i-  h',i  -^  nh' 'yi  ,   ^|  -f-  /cjj  -h  nii ',)' ,    .  .  .,   ^,,,-1  -+-  hv  -^  ii/i'm', 

h  et  h  étant  des  entiers  quelconques,  et  par  suite  m  valeurs  de  U(x). 

Or  nous  verrons  plus  loin  ;  n°  30)  que  la  fonction  %  a  dans  un  parallélo- 
gramme co,  iihi'  un  nombre  limité  de  points  critiques,  et  que,  si  la  variable  « 
tourne  autour  d'un  de  ces  points,  les  m  séries  de  valeurs  de  la  fonction  ^  en 
ce  point  se  permutent  entre  elles.  Il  en  résulte  que  les  m  valeurs  de  U(5'.) 
sont  également  permutées  entre  elles,  et  dès  lors  toute  fonction  symétrique 
de  ces  valeurs  est  fonction  monodrome  de  a  dans  tout  le  plan. 

Si  l'on  augmente  a  d'une  période  (w  ou  /z^'),  l'équation 

X(|3)=X(a), 

qui  définit  p,  ne  change  pas;  par  conséquent,  l'ensemble  des  m  valeurs  de 
U(a)  ne  change  pas,  et  les  fonctions  symétriques  de  ces  valeurs  demeurent 
invariables  :  elles  sont,  par  suite,  fonctions  doublement  périodiques  de  a. 
et  U(a)  satisfait  à  une  relation  de  la  forme 

U"'-v-A(a)U"'-'4-...  +  M(3!)U4-N(3t)  =  o, 

oii  A(a),  ...,  >;(x)  sont  des  fonctions  doublement  périodiques  de  7.,  aux 
périodes  w,  m»' . 

Remarquons  maintenant  que  l'équation 

X(,3)  =  X{3!) 

donne  pour  [i  la  série  de  valeurs 

y.  -^  h  (,i  -r  nli'  (,)' 

auxquelles  correspond  pour  U(a)  la  valeur  zéro.  On  a  donc 

N(a)=o, 


(  I'  ) 

et  l'fqiuitioii  en  U  devient,  en  supprimant  le  facteur  U, 

(U)  U"'-'+ A(:z)U"'---^.     .  +  l\I(:<)  =  o. 

Or,  par  hypothèse,  on  a,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  i.  et  de  [i,  eoin- 
prises  dans  un  même  parallélogramme, 

\(a)  =  X(i5), 
Y(a)  -=Y(,3). 

c'est-à-dire 

U(a)  — o. 

il  en  résulte  que  la  fonction  douldement  périodique  lM(y.)  s'annule  pour 
une  infinité  de  valeurs  de  n.  comprises  dans  un  même  parallélogramme  <), 
/?(.)'  :  elle  est,  par  suite,  idcnti([uement  nulle,  et  l'équation  (U)  a,  (jucd  (|ue 
soit  a,  une  racine  nulle. 

On  peut  donc,  quel  que  soit  a,  trouver  dans  un  pai'allélogramnie  w,  //(./, 
une  valeur  au  moins  de  fi,  différente  de  x,  telle  que  l'on  ait  à  la  fois 

(-)  X(;L)  =  X(a),     Y(^)=V(:.). 

i:.   (,).   r.    1». 

11.   On  peut  donc  énoncer  les  résultats  suivants  : 

i"  Si  les  fonctions  «r,  (/),  x.^[t),  ■r^[l)  n'ont  aucun  zéro  commun  e(  si  les 
équations  (7)  n'ont  d'autres  solutions  communes  en  [i  que  celles  de  la 

forme 

a  -t-  A  f.)  -f-  iih'  ',1' , 

la  courbe  S  est  de  degré  n. 

2°  Si  les  fonctions  x-^it),  x.,{l),  ■t^{i)  ont  X-  zéros  communs,  les  équa- 
tions (7)  n'avant  pas  d'autres  solutions  communes  en  [i  ([ue  celles  de  hi 
forme 

X  +  /((il   -h  /l/l'  ',)' , 

la  courbe  S  est  de  degré  n  —  k. 
Car  une  droite 

'/,  +-  a,\  +  (/3Y  =<> 

coupe  cette  courbe   en   n  —  k   points,   puisque   les  fonctions   doublemenl 
périodiques  X(/)  et  Y(^)  sont  d'ordre  n  —  k  et  ont  mêmes  infinis. 

3"  Si  les  é(|uations  (7)  ont  d'autres  solutions  en  fi  que  celles  de  la  ferme 

y.  +  h'.)  -f-  n/i' '•>  , 


12 


la  coiirhe  S  sera  une  eouihe  de  degré  inférieur  à  n  comptée  plusieurs  fois; 
nous  dirons,  dans  ce  cas,  que  la  courbe  S  n'est  pas  {/réductible . 


m. 

Relations  du  second  degré. 

12.  Avant  d'aller  plus  loin,  nous  allons  étudier  et  former  les  relations  du 
second  degré  qui  lient  les  fonctions  P,  [t],  ....  ?„(/)• 

Nommons /w«/^  d'un  produit  P/,+i{/)  P^'+i(/)la  somme  k  +  k,  ou  plutôt 
le  reste  de  la  division  de  X-  h-  k'  par  «. 

Théorème.  —  Entre  trois  fonctions  P;,^,  P^  +  i  de  même  poids  existe  une 
relation  linéaire  et  liomogéne. 

On  a,  en  effet  [équation  (3)], 

I  i'/,^,u-+-oO  P,,v,(<  +  w)  =P/,^,(oP/i-+i(0. 

et  (X:  -^  k')  étant  le  même,  à  des  multiples  près  de  n,  pour  trois  produits  de 
même  poids,  le  théorème  est  démontré  (théorème  YI).  v 

13.  Théorème.  —  Toute  relation  linéaire  et  homogène  entre  des  Jonctions  du 


'^P'  ?/" 


second  degré  en  P,,  Po,  ...,  l*„,  7-espectivement  de  poids  p,  p',  p" o 

Op",  ...  entraine  les  conditions 

9p=0,       'Jj,=:0,       cp^,"=0,       .... 

Supposons,  en  eli'et,  qu'on  ait 

(  S'  )  o  =  a,,  o,,  -+-  n,,'  ^p-  H~  a,,'.  9,,.  4-  ...  , 

Up,  ...  étant  des  constantes. 

Changeons,  dans  cette  équation,  /  en  /-i-o/;  elle  devient,  en  vertu  des 
relations  (8), 

(9)  o  =  a„'^,,c    '''  "  +  fl,,o,,e    '''  "  + 

„      (  71  ,  l'Tl 

Les  exponentielles  e      " ,  e       " ,  ...  ont  des  valeurs  différentes,  puisque/.», 
//,    ...  sont  différents  et  inférieurs  à  «;  si  donc  on  élimine  Op  entre  les 


(   '3  ) 
relations  (8')  et  (9),  o^-,  Op,  ...  ne  disparaîtront  pas  dans  l'éqnation  ainsi 


ol)tenue 


O  =   Ù,,  Oj,  ^  ^,,-0,,'^. 


En  ehangeant  /  en  i-hto',  on  obtient  nne  équation  de  même  forme,  et  si 
entre  cette  équation  et  la  précédente  on  élimine  o,,,  les  fonctions  o^,  ,  ...  ne 
disparaissent  pas  dans  l'écjuation  nouvelle 


o  —  c,,-o„ 


Continuant  ainsi,  on  arrive  à  une  dernière  équation 
d'où,  en  remontant  de  proche  en  proche,  on  déduit 

.  .  .  ,       'Jp-  =  o,      z.,,  =  o,      ç.,,  =-  o. 


>:.   o.   F.    1). 


14.  Toutes  les  relations  du  second  degré  entre  P,,  ...,  P„  s'obtiendront 
donc  en  formant  les  relations  qui  lieut  les  produits  P^iP^;  de  même  poids. 
On  les  formera  de  la  manière  suivante  : 

i"  Cas  (le  //  ÏDipair;  11  =  2v  +  1.  —  Les  carrés  P^,  P^^,  ....  P;)  sont  de 
poids  différents;  car,  pour  que  deux  d'entre  eux  fussent  de  même  poids,  il 
faudrait  que 

2/.=2/>'      [ni()(l.(2v  J- r)] 

ou 

/>  —  />'  ^^  o     [  inixi .(;?•/  -t-  I  )] , 

ce  qui  est  impossible,  puisque  k  et  /:  varient  entre  o  et  iv.  On  formera  le 
Tableau  suivant  : 

Knnctions  coi'resiioiuliiiiti>s, 
l'oi.U. — — _^ 

o P^  Po         1',,^,         V,        P,,,  ...  IM',^,         Pv^,     Pv  +  2 

3 P^  P3       p,  p,        p,.,.,        Pv+2    Pv-. 


2 P^,,         Pv-^>Pv  Pv^.l'-,     I  P^v^J'l 

I P;^:        Pv^sPv^,         P,         P2 

3 P.;.,       Pv..;Pv-,        p,       P3 


2V  —  I...        P^.,^,        p,        p,. p,  p, 

Il  est  manifeste  que  chaque  ligne  renferme  v  4-  i  fonctions. 


(  '1  ) 

delà  posé,  en  vertu  du  théorème  du  n"  12,  il  existe  entre  trois  ('onctions 
de  même  poids  une  relation  linéaire  et  homogène 

>  lo  )  Al',^,  r'/,+,  +  Bl>/,+,P/,+,  +  CP,^,P,  „  =  o. 

Aucun  des  coefficients  A,  B,  G  n'est  nul  ;  car,  si  par  exemple  Aétait  nul,  P^^.. 
et  P^^,  ou  Py+,  auraient  un  zéro  commun,  ce  qui  est  impossible  (théorème  Y). 

On  pourra  donc  exprimer  v  —  i  des  fonctions  de  chaque  ligne  en  fonc- 
tion linéaire  et  homogène  des  deux  autres,  ce  qui  donnera  v  —  r  équations 
de  la  forme  (lo);  foute  relation  du  second  degré  de  poids  k -h  k'  est  évi- 
demment une  combinaison  linéaire  de  celles-là. 

Comme  il  y  a  2v  -i-  i  lignes,  on  a  en  tout  (2v  h-  i)  (v  —  i)  ou  ^  «(«  —  3) 
l'ehitions  du  second  degré. 

Les  premiers  membres  de  ces  relations  sont  linéairement  indépendants, 
car  chacun  d'eux  renferme  un  produit  P,P;  qui  n'entre  pas  dans  les  autres. 

2°  Cas  de  n  pair;  n  -=  2v.  —  On  formera  le  Tableau  : 


Fonctions  correspondante^. 


l'oids 


P^         P,     P,v  PalV.^,         PvIV.        P^^i 

P;  Pa      P.V.,  P^., 


a(v-i)..      Po        Pv+iPv-,  PI 

1 P2  Pi        P3P2V       Pv^av, 

■i P3      P2  P4P,  Pv.bPv^ 


3v  ......  Pv.-,Pv  P,       P.V 


Dans  les  lignes  de  poids  pairs,  il  y  a  v  -t-  i  éléments,  et  dans  celles  de 
poids  impairs,  v;  on  aura  en  tout,  puisqu'il  y  a  v  lignes  de  poids  pairs  et  v 
de  poids  impairs,  v(v  —  i)  -f- v(v  —  2)  relations  ou  ~ri{n  —  3)  relations  ho- 
mogènes et  du  second  degré  en  P,,  ....  P„. 

14  bis.  Ainsi,  quel  que  soit  n,  il  y  a  entre  P,,  . . . ,  P„],n{n  —  3)  relations 
homogènes,  du  second  degré;  il  n'existe  entre  les  premiers  membi-es  de 
ces  relations  aucune  relation  linéaire  et  homogène  identique;  enfin,  toute 
relation  du  second  degré  en  P,,  ...,  P„  est  une  combinaison  linéaire  de 
celles-lii. 


IV. 
Equations  fondamentales. 

I.).   Revenons  à  la  eourbe  S  définie  par  les  relations 

I  .r,  =  A.P,H-A,P,  +  ...  +  A„P„. 

(fi^  -,  .r,=  B,P,+ ^B„P„. 

f  .r3=C,P,  + ^-C„P„. 

S'il  n'existe  entre  a?,,  .z-.,,  ^'3  aucune  relation  linéaire  et  liomogène  (auquel 
cas  la  courbe  S  serait  une  droite),   on    peut    former  (/<— 3)    fonctions 

linéaires  et  homogènes  de  P,,  ....  P„,  que  l'on  désignera  par  a-,,,  .r, 

c„,  telles  qu'il  n'y  ait  pas  de  relation  linéaire  et  liomogène  entre  .r,,  a.,. 

Par  conséquent,  on  exprimera  P,,  ...,  P„  en  fonction  linéaire  et  homo- 
gène de  X,,  .Tj,  .  . . ,  ,1-,;,  et  si  l'on  poi'te  ces  valeurs  de  P,,  ....  P„  dans  les 
^n[n  —  3)  relations  du  second  degré  formées  plus  haut,  on  obtient 

équations  de  la  forme 

I  0=  Au'-P?-!- A.5.T4,r5  +  .  .  .-!- A„„.r;, -i-<I»i.rv-t-.  .  .4-  Xi>r„4-i2,, 

^     ^  o  =  B;ixf-i- +  B„„.r;i  +  «I>,.rv-t-...4-X,.r„--îi„ 

(") 

{  o  =  Lii-rl  -+-  Lii.i-;Jr.^  -+-...  ^  L„„.r;-,  +  i>?,.r:,  +  .  .  .  ^-  Xg.r,,  -h  Hf,. 

Dans  ces  équations, 

Aj.,,  A.,, A„„,  B,,.,,  ...,  B„„  ...,  L.,^,  ...,  L,„,  sont  des  constantes; 

«[), \ ,  <Iv:,  ...,  Xô  des  polynômes  homogènes  du  premiei'  ordre: 

a,,  12,,  • .  • ,  --0  des  polynômes  homogènes  du  second  ordre  en  .r,,  a,,  .x-.,. 

Les  équations  /ôWame«to/^^  (ii)  sont  au  nombre  de  ^/i{'i  —  3);  (dles 

sont  du  premier  degré  par  rapport  aux  ^n[n  —  3)  fonctions  x':^,  x.,œ^ 

xl,  x.,,  a-.,   ...,  .r„,  qu'elles  permettront  d'exprimer  en  fonction  de  x,. 
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Le  déterminant  de  ces  équations  est  le  polynôme  de  degré  (/*  —  3)  en 


\,.,      A,:,       ...       A„„      <I>, 


Ly,         U; 


Un,        <ï>5 


x^ 


=  \{x^,.r.,,.v.^). 


Nous  le  désignerons  par  L^[x^,x.,,x.i). 

Dans  le  cas  où  ce  polynôme  n'est  pas  identiquement  nul,  on  tiicra  des 
équations  (i  i)  l'expression  de  x\,  x.,x^,  . . . ,  x„  sous  la  forme 


\y. 


:/...,      l.f._.r-^=f,_,^,      ...,      A.r;,=/„„,      Aa\  =  /i,      ...,      lx„  —  /„; 


J\,,,  f,,^ /,',„  sont  des  polynômes  de  degré  n  —  \;  J\,  fa  Jl's  polynômes 

de  degré  «  —  2  en  .r,,  x,.,  x^,  qu'on  obtient  sous  forme  de  déterminants. 

Restant  encore  dans  le  cas  où  A  n'est  pas  identiquement  nul,  on 
pourra  remplacer  le  système  d'équations  (11)  par  le  système  suivant  : 
de  i(«  — 3)(/i  — 2)  des  équations  (11),  on  tirera  les  expressions  des 
'(«  —  3)(n  —  2)  fonctions  x\,  x,,x- r'^,  sous  la  forme 


(12) 


-t- 

■  -^yjx„  +  '.11, 

-H  'ji.i, 

a-J,      =ç,„_3,,„_ 

-3|-''4+ 

-t- . . . 

Cette  résolution  sera  toujours  possible,  car,  A  n'étant  pas  identiquement 
nul,  l'un  au  moins  des  déterminants  mineurs  dont  les  lignes  sont  formées 
par  les  coefficients  de  x'^,  x,,Xs,  .. . ,  ar  dans  une  même  équation  (i  i)  n'est 
pas  nul. 

Portant  ces  valeurs  de  .r^,  . . . ,  xl  dans  les  {n  —  3)  autres  équations  (ri), 
on  obtient  (n  —  3)  relations  de  la  forme 


(i3) 


/»,^-j      -i- «i.rj-t-.  .  .+  (/, .r„      — /),       =0, 
'"■l'X-!,      -i- -^Ii-i'n      —Pi      =0, 


qn~2X„—p„-3  —  0. 


Dans  ces  relations,  ç,,  '}/,  ...,  /,,  ...,  m,,  «,,  ...,  y,-  désignent  des  polynômes 
du  premier  degré  en  x,,  x.,,  x^;  (o,  et  />,  sont  des  polynômes  du  second 


degré. 


Le  (létorininarit  du  système  des  équations  (12  )  et  ((3;  est  la  fonction 


m^  II, 

1)1.^        11.2 

'»„-3         ",,-3 


'/l 


Il  est  é^^al  il  ^[■^',,.z•2,.^'•i)  à  un  facteur  constant  pri/s. 


V. 


Propriétés  de  la  fonction  \(x,,,c..,  x,,). 


I(i.  TllEor.ÈMF..  —  Le  détcmunant  \  se  reproduit  à  tin  fiteleur  eunstant /irès. 
si  Ton  prend  pour  x^,  x^,  ...,  ,r„  d'autres  fo/ietions  linéaires  cl  /lo/noifènes 
deP,,  .  .  . ,  P„  que  ce/ies primitivement  c/ioisies. 

Soient,  en  effet,  .r'.,  .»•'_,  . . .,  .r„  ces  nouvelles  fonctions;  nous  admettrons 

qu'il  n'y  a  pas  de  relation  linéaire  et  homogène  entre  r,,  .x\^.  .r^,  .r. c)^. 

On  pourra,  par  suite,  exprimer  .r,,,  .rj,  ...,  .r„  en  fonction  linéaii'c  de   r,, 

JT;  =  /.,  ^'i  H-  /.,.r,  -t-  I3.1,  H-  }.;.r',  H-  .  .  .  +  "/.„  .«■;„ 
Xs  =;j.|.r, -f- ^-;/i.^■;  +  .  .  .  4- , 


x„=  î7|,r,  -T-a-,.z-.,  4-. 


...;•,+...  +  a-„.r, 


Comme  il  n'existe  pas  de  relation  linéaire  et  homogène  entre  r,,   (\,.   r 

.<-..  . . .  ,  .r'„,  le  déterminant 

l.     h     ...     ).„ 


1)=^ 


F" 


sera  dillerent  de  zéro. 

Portons  maintenant  les  valeurs  précédentes  de  x^, 
tions  (il),  il  vient 

Aii  (  /,  .r,  +  .  .  .  -+-  >.i .î-;  -^  .  .  .  )-  +  A45  ( À,  j:,  -t-  .  .  .  )  (  r^,  .<■,  + 


. ,  .r„  dans  les  e([ua 


Si  l'on  ordonne  ceS:^«(«  —  3)  équations  par  rapport  à 


X.-,    X,  X-, 


X .  , 


H. 


(  i8) 

et  si  l'on  lorme  le  déterminant  dos  coefficients  de  ces  quaniités,  on  voit 
aisément  qn'on  obtient  le  délcnninant  A,  mnltiplié  par  D""'. 

1 7 .  Theouème.  —  Qit  i//d  la  cour1>e  S  est  de  degrc  n,  la  Jonction  A  (  o', ,  .r^,  x^  ) 
n  est  pas  identiquement  nulle. 

Lemmf,.  —  On  a  vn  plus  haut  (|ue  les  premiers  membres  des  T,n{n  —  3) 
relations  do  second  degré  qui  lient  P,,  Po,  ...,  P„  sont  linéairement  indé- 
pendants; or  c'est  en  substituant  à  P,,  ...,  P„  dans  ces  relations  leurs  va- 
leurs en  fonction  de  .r, x„  qu'on  a  obtenu  les  équations  (ii);  il  en 

résulte  que  les  premiers  membres  de  ces  équations  sont  linéairement  indé- 
pendants, et  qu'on  ne  pourra  jamais  arriver  à  une  identité  en  combinant 
linéairement  leurs  premiers  membres. 

Cela  posé,  supposons  que  la  fonction  A(a",,a-;,  .rj)  soit  identiquement 
nulle;  elle  restera  nulle  si  l'on  y  fait  une  substitution  linéaire  quelconque, 
ielle  que 

j-,  =  /.;  .t\  +  ,a',  .r',  +  v;  x; ,     a\^  —  >,;  j'',  -h .  .  . ,     J-.,  =  1\  x\  + 

Kn  résolvant  ces  relations  par  rapport  à  x\,  x'.,,  x.^,  il  vient 

j-i  =  ).,j:-, +  fx,.r,-hvi.r3, 

Nous  choisirons  les  constantes  l..  P--  ^2.  '^■3.  i-'-s-  ''n  fie  façon  que  x'.,{t)  et 
x'^{t),  c'est-à-dire  \.^x,[t)  +  .. .  et  'k^Xt[t)  -h  . . .  s'annulent  pour  une  va- 
leur a  de  t.  On  aura  donc 

\  o  =  >.2j;,(3:) -f-fi,a'o{a) +-/2j;3{a), 
]  o  —  l^x^ia)  +  ix.iX.,{y.) +ViX^{y.). 

(]ela  pose,  renq^laçons  dans  les  équations  (i  1)  ar,,  x.,,  .r.,  par  leurs  valeurs 
en  x\,  a\,,  a',.  Deux  cas  sont  à  distinguer  si  \{xt,x.,,x.^)  est  identiquement 
nul. 

(A).  Les  déterminants  mineurs,  dont  les  lignes  sont  formées  des  coeffi- 
cients de  .r';,  .r,,.^?.,,  . . .,  x],  dans  une  même  équation  (11),  ne  sont  pas  tous 
nuls;  en  ce  cas,  éliminant  x\,x^x--,,  ...,  xi  entre  les  équations  (11),  on 
obtient  [n  —  3)  équations  de  la  forme  (i3) 

(i3)  G  =  w,Ji+ /;,a-.5 +  ...  +  (/,. r„  —  /j,     (<■=  I,  2,  .  . .,  «  —  3), 

/'' q,  étant  du  premier  degré  en  x\ ,  x'.,,  x.^,pi  du  second. 


'9 


Li-  (le t(M'ini liant  A 


■(,  «,       ...      y, 

'Jj  "î  ■   •   •  '/2 

»n-%        'Jn- 

pst,  par  hypothèse,  identiquement  nul.  Le  iléterminant  ohtenu  en  remplaçant 
chaque  élément  du  précédent  par  le  coefficient  de  .r',  dans  cet  élément  est 
également  nul,  puisque  c'est  le  coefficient  du  terme  le  plus  élevé  en  .<-, 
dans  A.  On  pourra  donc,  en  additionnant  les  premiers  membres  des  rela- 
tions (i3),  multipliés  par  des  constantes  convenables,  faire  disparaître  r\  des 

coefiicients  de  r.,  a\^, r„  dans  l'équation  ainsi  obtenue.  Cette  équation 

sera  dès  lors  de  la  forme 


(i3  bis)     jr',  (a.r 
Si  l'on  V  l'ail  / 


-  .  .  .—  lr„)  -i-  ./■',  (a'  .r.,-h  .  ■  ■  -r-  /'•'"„ 
y.,  il  reste.  puis(|ae  x'.J^cc)  =  .ï'., 
A,  j- ',-(>.)  =o, 
ce  qui  eniraine  une  des  conditions 

x\  (x)  ^  o.     A,  ^  o. 


A,..r 


A.Xr--. 


a  .r, 


Si  •r\{y.)  est  nul,  on  voit  parles  relations  qui  lient  r,,  .r., 
que  l'on  aura  'Vj^y.  =:  j:^(x)  =  jv,  (a)  =  o.  Or  a,  étant  une  quantité  arbi- 
traire, pourra  toujours  être  choisie  de  façon  (jue  ces  dernières  égalités 
n'aient  pas  lieu.  Il  faut  donc  que  A,  soit  nul,  et  re{|uation  ( l'i  bis    s'écrira 


(E) 


(  o,.r,  -H  Oja-j  - 


■  +  ?a-^L'„)^x\(p\j-\ 


pn  •'■«  )  • 


0 p'„  étant  des  constantes. 

Si  J^\,{t)  et  -r'^fj)  n'ont  (|ue  le  zéro  commun  /  =  x,  les  /(  —  ij  zéros  de 
x-j  autres  que  a  devront,  en  vertu  de  l'équation  précédente,  annuler  la  fonc- 
tion p\.r\  -î-  ...  H-  ;„r„.  Cette  fonction  (théorème  III)  sera  donc  idcnti(|ueà.r',, 
ii  un  facteur  constant  [)ri's.  De  même  la  fonction  (p,f,  —  ...-+-  i,rf„)  ne  dif- 
férera de  j-',  que  par  un  fadeur  constant,  et  l'équation    E    sera  de  la  forme 

z  étant  une  constante.  Il  faudra  nécessairement  (|ue  cette  constante  soit 
nulle;  on  trouve  donc  une  identité  en  combinant  linéairement  les  rela- 
tions (i  i),  ce  que  nous  savons  être  impossible. 
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Il  laul  il(tnc,  pour  que  A  puisse  être  identiquement  nul,  que  x'.,{t)  etx;(/) 
;iieiit  d'iiulres  zéros  communs  que  le  zéro  a,  et  ceux  de  la  forme 

y.  +  h  ',)  -H  nli' ',)' . 
Soit  /5  un  (le  ('(is  zéros  communs.  On  aura 

^   o  =  L.r,(;3)-t-/^,,r,(,3)  +  v,X3(?), 

Mais  les  quantités  l,,  ...,V3  ne  sont  assujetties  qu'à  satisfaire  aux  rela- 
tions (a);  les  relations  (a)  et  (/3)  devront  donc  être  identiques,  et  l'on  aura 

^i(P)^,r,(3)^a-;,(;S)^ 
j"i(a)        ^2(5!)        .î'sia) 

^  —  a  n'étant  ni  nul,  ni  égal  à  nn  multiple  des  périodes  (o,  nco'. 

Comme  a  a  été  choisi  arbitrairement,  ,3  sera  fonction  de  a,  à  moins  (|ue 
l'on  n'ait 

(B).  Si  tous  les  déterminants  mineurs  dont  on  a  pailé  plus  haut  (A)  sont 
nuls,  on  obtiendra,  par  l'élimination  de  x\,  x.,x-^,  ...,  xl  entre  les  équa- 
tions (i  i),  «  —  2  relations  au  moins  de  la  forme  (  i3),  et,  en  les  combinant 
linéairement,  on  pourra  former  une  équation  telle  que  (i3  bis).  On  retombe 
ainsi  dans  le  cas  précédent,  et  les  mêmes  conclusions  subsistent. 

Par  conséquent  : 

La  fond  ion  \{x^,Xn,x.^)  ne  peut  être  identiquement  nulle  que  dans  deux 
cas  : 

i"  x,[l),  x.,(t),  x.j[l)  ont  un  ou  plusieurs  zéros  communs  ; 

2"   Étant  toujours  posés  \^  —,  Y  =  —,  les  deux  équations 

\(?)  =  X(st),     V(^)=Y(a) 

ont,  quel  que  soit  x,  d'autres  solutions  communes  en  [i  que  celles  de  la/orme 

y.  H-  //'.)  +  nié  ',\' . 
En  d'autres  termes  : 

Af.r,,  .r.,,  J".i)  ne  peut  être  identiquement  ruil  que  si  la  courbe  S  n'est  pas  de 
degré  n . 


(     21     ) 

18.   Lo  théorème  suivant  nous  sera  utile  plus  loin  : 

TiiKor.KMF..  —  Si  la  cniir'/c  S  est  de  degré  n.  il  n'e.visle  aucii/ie  relation  iden- 
tique en  .r,,   r^,   l'j  de  la  forme 

(7,  .r,  A  -f-  a.^.r..  A  -h  r/^.rj,  A  H-  r/.,/v  H-  ...  H-  r/„  /'„  =i  o. 

(7|,  . . .,  rt„  sont  (les  constantes,  A,  /.,,  . . .,/,',  son!  les  polynômes  détinis  an 
n"  I."). 

En  effet,  la  fonction  de  dci^ré  n—'i,  l^,.i\[t),  d\[t),.v^[t)],  n'est  pas 
nulle,  puisque,  par  liypotlièse,  la  courbe  S  est  de  degré  «,  et  que  d'ailienis 
cette  fonction  n'est  pas  identicjuement  nulle. 

On  aura  donc,  en  divisant  par  A  le  premier  membre  de  la  relation  précé- 
dente, et  en  y  remplaçant  .r,,  x\>,  a-,  par  x^  (/),  -CalO'  -'^'siO' 

^^x^{l)  +  a.,x,{l)  ^a^JC^it)  -(-  a.,.r,Jl)  +  .  .  . -f-  «„.<•„(/)  =  o. 

relation  ijn'on  sait  être  impossible. 

VI. 
Examen  du  cas  général. 

lu.  Supposons  maintenant  (|ue  la  courbe  S  deiinie  par  les  e<|uations  ((jj 
soit  de  degré  «,  ce  (jiii  est  le  cas  général;  nous  albms,  dans  cette  bypo- 
thèse,  former  son  équation,  et  les  é(|uations  de  courbes  (|iii  lui  sont  liées 
d'une  manière  remarquable. 

20.  Équation  de  la  eourhe  S.  —  Les  relations  \\  \]  nous  ont  donné  les  re- 
lations 

A.r,;=/„„,     A. ;•;=/;,      ...,     A.r„-=:/„; 

Portant  dans  les  relations  ( 1 3)  ces  valeurs  de  r,,  ....  .»•„,  on  a 

'n  if;:  +  "//i3  +  ■  ■  ■  4-  '/,/,„  —  l'if;  =  1»     (  /  =  1 ,  3 ,  . . . ,  //  —  3  ). 

Les  [n  —  3)  équations  ainsi  obtenues  sont  de  degré  n  en  .r,,  .t\,,  a\:  je  dis 
(ju'elles  ne  peuvent  être  à  la  fois  des  identités. 


A.r^=.A„ 

Ij-.x,^/,,, 

...,      A.r; 

on  en  déduit 

-t- 

-t 
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Si  toiilos,  en  effet,  étaient  des  identités,  on  en  déduirait  idenli((uenient 


I':. 


I»  1  " .        ', 


I        '/l 


'/«-S 


/'i         ".     '7i 


/J«-   3 


'In  -3 


c'est-à-dire    J\.,l^=/l. 


Par  suite, /l, (a:-,,  .i\,,  rg)  serait  divisible  par  A(.r,,  .ro,.r3),  et  l'on  aurait, 
quels  que  soient  .r,,  .r,,  a-^, 

X,,  ...  étant  des  constantes. 

En  parliculier,  remplaçant  dans  cette  relation  r,,  ij.r.,  par.r,  (/),  x^it), 
•r,,(/),  il  viendrait 

relation  impossible,  puisque,  par  hypothèse,  ■r,(/),  x^il),  ....  .rHf/)  sont 
linéairement  indépendants. 
Par  suite  : 

Une  au  moins  des  relations  de  degré  n  formées  plus  luiiit  n'est  pas  une  iden- 
tité; elle  sera  l'équation  de  la  courbe  S. 

Ce  raisonnement  souffre  une  exception  si  A  se  décompose  en  un  produit 

de  deux  licteurs,  dont  l'un  entre  au  carré. 

Soit 

A=P-Q, 

Pet  Q  étant  des  polynômes  en  .r,,  x.^,  x^,  de  degrés/;  et  </,  {^p-h  tj  ^  n  —  3). 
En  ce  cas,  la  relation 

donne 

/,  =  POR  =  l>V\, 

R  et  V.,  étant  des  polynômes  entiers;  de  même,  la  relation 

A/j,  =  /'i/,     (  j  =  5,  6,  . . . ,  /() 

/;  =  pv,. 


donnerait 


Cela  posé,  un  peut  admettre,  puisque  x,  (t),  x.^{t)  et  ^•:i(/)  n'ont  pas  de  zéro 
commun,  qu'aucun  des  zéros  de  x,{t)  n'annule  A[.r,  (^),.r2(/),  .raf/)]  ;  s'il 
en  était  autrement,  un  changement  linéaire  de  variables  permettrait  de 
rentrer  dans  cette  hypothèse. 


(   a'-i  ^ 
Formons  une  fonction  o[l)  de  la  forme 

o(t)  =  a.2-r.,{l)  -h  rtr,j-;,(/)  -h  a;X.Jl)  -t-.  .  .H-  a„.r„(t). 

qui  ait  avec  x,{i){n—  2)  zéros  communs,  les  deux  derniers  zérds  é(anl 
différents  des  deux  derniers  zéros  de  a-,  (/)  (tliéori'me  III);  on  a,  d'aj)irs 
les  formules  qui  précèdent, 


.{(): 


a,  j-,  PO  —  a-, .r,,  PQ  4-  rt.  \\  -^  .  .  .  +  a„  \„ 

PT) 


Or  la  courbe  o  =  (i2-i\^  PQ  -i-  . . .  +  «„V„  coupe  la  droite  .r,  :=  o  en  //  —  2 
points  situés  sur  S;  son  degré /j  h-  </  -i-  i  est  au  plus  épil  ii  n  —  3,  puisque  /> 
est  au  moins  égal  à  i ,  et  (jue  2/)  4-  cy  ^  «  —  3;  il  en  résulte  que  celte  couihe 
se  décompose  en  une  eourhe  II  de  degré  />  -+-  q,  et  en  une  droite  .r,  =  o:  un 
a  aussi 

^^'^-p[^-.(n.  ...]0[.,-,(n,  ...]■ 

Les  deux  derniers  zéros  de  ^i(/)  n'annulant  paso(;)  doivent  annuler  P  (J  (/ 
ou  A(/),  ce  qui  est  contraire  à  riiypotlièsc. 

La  proposition  est  donc  générale. 

L'équation  de  S  peut,  d'après  ce  qui  précède,  s'obtenir  immédiatement 
en  partant  des  relations  (i  1),  sous  forme  de  déterminant;  on  aura 


S  = 


Ai; 

Ai, 

A;.-,     . 

..     A,„ 

A55    • 

-  »  /;  n 

.1-,         . 

\, 

0 

BiV 

Bi, 

%.     ■ 

..     Iti« 

B53 

l'/l« 

a>,    . 

X, 

0., 

U, 

U, 

... 

.          Ku 

L,5         • 

'-•/;// 

<I's    . 

. .      Xî 

0^ 

Itli 

", 

■    'li 

0 

0 

Pi    ■ 

0 

0 

m,-,  ... ,  p^  s'obtiennent  également  de  suite  sous  forme  de  déterminanls.  On 
a,  pai'  exemple, 

k.,   A,,    ...    A,,   A„„   a., 
\\..    <^, 


Cu. 


(i„„     «l's 


étant  posé 


o'  =  J  (  «  —  2  )  (  «  —  3  )  +  I . 


21.  Théorème.   —   La  courbe  rlont  Injualinn  est  A(.r,,.r2,a?3)  =  o  a  un 
point  multiple  d'ordre  p  —  i  eu  loul  point  inulliplc  d'ordre  p  de  S. 


f    24     ) 

AdiiieLlons,  pour'  iixer  les  idées,  qu'il  s'agisse  d'un  point  triple  de  S,  et 
soient  a,  [î,  y  les  trois  valeurs  correspondantes  du  paramètre  /.  On  aura 

"''  x,(3()        .ro(c()        J-jia)         ''      J-,(a)        J'^la)        ^'at^) 

(en  désignant  pour  abréger  par  1  la  valeur  des  trois  premiers  rapports,  par 
a  celle  des  trois  derniers).  La  courbe  S  étant  supposée  de  degré  n,  les  quan- 
tités •v,{y.),  a-^(a),  x.j{'y.)  ne  sont  pas  nulles  à  la  fois;  soit,  par  exemple, 
.r,(a)>o. 

Considérons  les  {fi  —  3)  équations  (r3) 

,  (   w,j'.j-|- «..r^H-..  .-hr7,.r„  =  /',, 

(  I  o  ) 

et  les  fonctions 

9,(0       =m,{a).r,(t)      -h  n^(c.)  x-^{t) -h .  .  . -+- fj^{a)  .v„{i), 

îp„-3(/)  =  /«„_3(a)  .r!,(0  H- ~hq^-3(a)x„(t). 

Les  quantités  W|  (a),  ...  désignent  les  valeurs  que  prennent  les  polynômes 
du  premier  degré  w,  (a;,,  a^j» '^s)- •  •   quand  on  y  remplace  x,,  .r^,  .1-3  par 

.r,(a),  œ^{y.),  .1-3(0'-). 

En  vertu  des  relations  (i3)  et  (r  '1),  on  voit  que  les  fonctions  o,,  o.,  .... 
'P„_3  satisfont  aux  relations 

9i(h)  _  92(1^)  _     _  y«-3(P)  _  -j^ 

9, (a)        92(a)  9«-3(a) 

?i(y)  _  _y„-3(y)  _ 

9i(«)      9''-3(«) 

On  en  conclut  que  les  {n  —  3)  fonctions 

'''i(0      — ?,(0^'-i(=«)      —  J-,(09i(o(), 

''^'«-3(0  =  9"    3(0  •''!(=<)  —  J'l(')9„-3(^), 

qui  s'annulent  pour  l  =  a,  s'annulent  également  pour  ;  =  [i  et  /  =  y. 
Il  en  est  évidemment  de  même  [équations  (i4)]  des  deux  fonctions 

x,{t).i\{o'.)-x,(t).r,{a), 
•^•3(0  ■'•!(=<)  —  ■^^■l(0•^'3(a)• 
l'ar  conséquent  (théorème  III),  il  existe  entre  ces  deux  fonctions  et  les 


2t3 


n  —  3  ronctions  -T, =*h-3.  <lt'ux  relations  linéaires  et  lioniogi'iies,  iden- 
tiques en  ,r,,  -v.,,  ... ,  .r„. 
Soit  une  (le  ces  relations 


'/i— 3  '  rt— :i 


O  =  (7,  -f,  -i-  (75  -«■,  -H  .   .  .  -^  rt„ 

--rt„_a[x,(0  J-i(^  )  —  -«•,(  0-?-2(5!)l- i-«/,-i  [-'-3(0 -f-ii^)  --ri\y.).>.\U\\: 


10  et  .1-3  ne  tiirurenl  pas  dans 

11  reste 


-',.,   3  :  "11 


a  don 


c 


rt,,_,^  a,, 


o  ~  a,[-.^{t).v,(y.)  -  x^{t)  o^{y.)] 


ce  (ju'on  peut  écrire 


i-z^-sCO]  -xi(0['',  9i(^.j 


"«-3  V"-.l(^)l• 


Cette  équation,  puisque  o,  (/\  . .  . ,  '^,,-3/1  ne  renferment  [las  .t,   /Cl  (pic 
x,[%]  n'est  pas  nul,  enlraine  les  suivantes  : 

o  =  f7,  9,  (;<)+.  .  .-!-(7„_3  9„_3(:f), 
"  =  "1  Vi  (' ^  -i- ...-!-  (/„_3  9„_ j ( < ). 

(-ette  dernii're  comprend  la  précédente. 

U  existe  donc  entre  o ,  9„_j  deux  relations  linéaires  et  homoi;èiies. 

identiques  en  .<•,,  .i\i, r„  :  en  d'autres  termes,  si  l'on  se  reporte  ii  l'i'x- 

pression  des  fonctions  o,  il  faut  (pie  les  déterminants  mineurs  (juOii  ohlient 
en  supprimant  une  lii;iie  cl  une  coldiiue  (piclcoii(|ues  du  déleiiiiiiiaiil 


d  = 


in,i  y.)  


»i„-:i(y-) 


</,  (a) 

'/.,-3(^> 


soient  nuls.  Le  déterminant  c/sera  é|ïalement  nul. 

On  peut  donc  trouver  des  constantes  7.,,  ...,  y.„_3.  différentes  ensemhic 
de  zéro,  telles  (|ue  Ion  ait 


(i5) 


y.^iu,[y.)       — —  y.„_3'l..{7.\ 


o, 


'    y.tni„_-i(y.)  -i-.  .  . 


H. 


■—  ^,,    i'U   3'  =<' 


2G 


si  7.|.  |i;ir  cxiMiiitle,  n'est  pas  nul,  on  peut  écrire 


y,  Air,,.,-,,  .(•.,)  = 


<h- 


iroù,  en  ordonnant  par  rapport  aux  éléments  de  la  première  colonne, 

(l6)  «lArrr  i(a,7»,  +.  .  .H-  a„_3yi)rj,. 

Or  la  fonclion  du  pi'emier  degré  en  r,,  x.,,  x^ 

s'annule  pour  ;  =  x  [équations  (i  >)];  le  déterminant  mineur  6,  devient, 
pour  /  =  X,  un  des  déterminants  mineurs  nuls  de  d\  en  d'autres  ternies,  la 
droite 

et  la  courbe 

ô|(.r,,.r2,  ^3)=:o 

passent  par  le  point  triple  de  S  considéré.  Il  en  résulte,  par  l'équation  f  iG), 
que  la  courhe 

A(j-i,  j:-,,  j-3)  =  o 

passe  par  ce  point,  et  y  a  un  point  double. 

22.  Les  équations  (i3)  nous  donnent  x^ v,^  sous  la  toi'ine 


/i  étant  le  déterminant 


p,  n. 


In 

1' 


Pa-^3 


'/■ 


Je  dis  que  les  courbes  /'i  =  o,  . . .  ,/„—  «s  (|ui  sont  d'ordre  /i  —  2,  ont  un 
point  multiple  d'ordre/^  —  i  en  tout  point  multiple  d'ordre />  de  S.  On  peut, 
en  effet,  écrire/,,  en  désignant  toujours  para,  [i,  y  b^s  valeurs  de  /  corres- 


pondant  ii  un  [xiiiit  triple  de  S, 


.h- 


p,      —//,.(■,  (3!). r, 


(  ^-7  ) 


—  '/!■'■«  (=«)''l 


- .  .  .  —  <l,x„{y.).i\  u. 


'/-■ 


noiii' 


'/i 


'/« 


(Mil 


r,  y.\  ...,   r,,;?.)  désignant  ce  que  dcviciiiient  les  foneti'tns  ,r,.   . 
/  =  7.  ;  d'oii  l'on  tire 

■''i(3!)yJi      —  7»|.r;(3().r,      —//,.;■.,(  ;<).r,  — ...  —  ./,.(■„(  :«).fi  //, 

.ri(z)/<2      — //(^^..(a)./-,      — ii2-r:,[y.).v, — ...  —  '/if„{y-)-f,  «2 

■'■i(5c)/^,-,—  '««-v'-vl^:).?-,-— —  7„_3.r„(>)./-,      «„^,      . 

Ordonnons  par  rapport  aux  éléments  de  la  première  eoloniic;  il  v 

(17  )       .t\{x}/\  —  ^x,.r.J  x)  —  i[.c,(a)/',  —  /»,.ri(  a).j-,  —  .  .  .—  7,  ''„  (  :z  ).r,  ]  0,. 
Or  les  coniques 

I)  =  .r,  (>)/',  —  III  i. !■._,(  y.  ).(■,  —  ...  —  7|./„(a,i./'| 

j)assent  par  le  point  triple;  car,  en  faisant  /  =  x  dans  les  ndalions  {\'^:,  on 
t  ro  u  ve 

O  =/',  —  /»,(3!).ri(3!)  —  .  .  .—  r/,{x).V„(x). 

Les  conrhes  i^,  =  o  passent  également  par  ce  point,  eomnu'  on  l'a  vu  plus 
haut;  il  résulte  donc  de  la  redation  ^1-  que  la  courbe  /,  =  o  passe  par  le 
|)oiiil  tiiple  considéré  et  y  a  un  point  double. 


l'.\.   Les  é(juations    12)  donnent 


/.i''«-^  '"1. 


(I  ou 


Sri  =  /;..  =;  -^,  /.-(-...  -^  y,    /■„  -i-  r.,,  A. 


Par  suite,   les  courbes   de  degré  //—  i  ./',.  =  o,  /^^  =  o /;^.  =  o 

passent  par  le  point  triple  et  y  ont  un  point  double. 

Nous    reviendrons   plus    loin    sur   les    pi'opriétés   des   courbes   A  =  o. 


(     28    ) 

/",  =  n /■, .  =  o qui  sont,  d'après  ce  qui  précède,  des  courbes  ad- 
jointes (le  la  courbe  S. 

CoiRBES    Dl     rnolSIÈMI-    DEGRÉ. 

■1\.  La  théorie  précédente  ne  s'applique  pas  au  cas  de  //  =  3,  puisque  le 
nombre  des  relations  du  second  degré  entre  les  fonctions  P  est  ^//(/;  —  3), 
c'est-à-dire  zéro. 

Kn  ce  cas,  les  coordonnées  des  points  de  la  courbe  S  étant  de  la  forme 

.r,=  A,P,i  0  --  B,P2(0  +  C,P3(0     ((■  =  I,  2,  3), 

on  pourra,  par  une  transformation  linéaire,  ramener  l'expression  des  coor- 
données à  la  foi'ine 

.r\^-p,(t),  a-;=p,(o,  Ji-',^v,{t). 

Or  les  quatre  fonctions  V]{t),  Vl{t),  Vl{t),  P,  {t)'9 .,{t)V ^{t)  satisfont  aux 
ndations  [équations  (3j] 

o(<  4-  to)  =9(0, 

et  sont,  par  suite,  liées  par  une  relation  linéaire  et  homogène  (théorème  VI). 
Cette  relation,  ne  changeant  pas  quand  on  y  remplace  t  par  /  -f-  4'  ou  /  -f-  ^' 
c'esl-à-diie  quand  on  change  P,  en  P,_,  ou  P,^.,  sera  symétrique  en  P,,  P., 
Pj  et  sera  dès  lors  de  la  forme 

p;  +  p^+p^-6ÀP,p,P3=o,  • 

A  étant  une  constante.  L'équation  de  la  courbe  sera  donc 

x'^  -\-  x'.}  -h  x'^  —  6 À x\  x\ x\^o. 

C'est  la  forme  canonique  de  l'équation  des  courbes  du  troisième  ordre,  sans 
points  singuliers. 

ML 
Examen  des  cas  particuliers. 

25.  Dans  ce  (jui  précède,  nous  avons  supposé  que  la  courbe  S  repré- 
sentée par  les  équations  (6)  était  de  degré  «  ;  nous  devons  examiner  main- 
tenant les  cas  où  elle  est  de  degré  inférieur,  et  que  nous  avons  mentionnés 
aux  n"^  10  et  11. 


(   29  ) 

26.  Premier  cas.  —  Supposons  ([iic  les  trois  Ibiictioiis -x,  (7  ,,  j".,i/  ,  .1-3  (/) 
aient  /t  zéros  communs,  sans  (jue  les  (■(iiialions 

aient  d'autres  solutions  rommunos  que  celles  comprises  dans  la  rorniiile 

//  =  <  +  h'ii  -h  nh' ',\' . 

Pour   (jue  d\,  .l'o,  ,1-3   soient  linéairement    distinctes,    il   laiidra    !  tiieo- 

rënie  III  )  qu'on  ait 

/.<«  — 3. 

Dans  cette  hypothèse,  la  courbe  Sciant  coupée  par  une  droite  en//  —  /  points 
distincts,  sera  de  degré  ji  — Ii,  et  irréductil)le. 

Nous  choisirons,  pour  les  n  —  k  —  nJ^eii  tonctions 

■^4)    ''"ri)     •  •  •  >    '^'11-/, 

(les  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  1\,  . . . ,  l'„  s'aniuilaiil  pour  les  /■  va- 
leurs t,,  /-,,  ...,  /;.  qui  annulent  siniultanéineut  r,,  .r.,,  .r.,  ;  et  pour  la 
fonction 

une  fonction  linéaire  de  P,,  ...,  P„  s'annulanl  pour  les  mêmes  valeurs,  la 
valeur  /,  exceptée  {Bcm.,  n"  .5). 

Cela   posé,   si   l'on   fait    successivement  /  =  /,./o,  ...,//,   dans  les  rela- 
tions ft  1),  on  voit  (jue  les  eoefticients  des  ternies  eu 

-'^■;-/.^-I)  ■'■»-/,)- 2 >  •••'  ■''" 
doivent  être  nuls. 

On  en  tire  deux  conclusions  : 

i"  Le  déterminant  A(  »-,,  r-j,  .r.,  )  a  /•  colonnes  formées  de  zéros  et,  pai- 
suite,  est  identiquement  nul; 

2"  En  éliminant  entre  les  -^/i{n  —  '))  relations  (11)  les  fonctions 

,r^,  J-|,    ....   .ri,   .r,.v„    ...,   X;Xj      (/,/=  ^,  ...,/(  ), 

on  obtiendra  //  —  3  +  /i  relations  de  la  forme 


(22)     o  =  /«,.<•;  -+-  «,-,r,-,  +.  .  .  +  r,.r„_/,  4-i,x„-/.H-i  +  ('/■i',;-/.-*--.  +•  •  .^- </'■'*'«  ^l'- 

{,■—  i,2,...,«-3  +  /.), 


(  3o  ) 
m,,  . . .,  Y,  dési^iK'iil  (oujoiirsdcs  polynômes  du  premier  degré  en  x^,x.,,.i\  ; 
/>,  des  polynômes  dn  second  degré.  Les  fonctions  mix^,  iiiX.,,  (jiX„,p,Hi\- 
mellcnt  le  zéro  doul)le  t,,  la  Conelion  s,.r„_^,^,  exceptée,  car //i;- et.a-.,,  par 
exemple,  s'annulent  pour  /  =  /,.  Il  en  résulte  que  t,  sera  zéro  double  de  .v,. 
et,  si  l'on  pose 


on  aura 


o  =  3c,  .r;  (li)-h  Pi-v'.,  (  <,  )  +  y, y,  (li); 


et  s,  sera  de  la  l'orme 


s,  =  3t, 


Les  (onctions  s^,  s.,,  . .-.,  *„_34.a  seront  donc  fonctions  linéaires  et  homogènes 
de  deux  d'entre  elles;  il  en  est  de  même  pour  les  fonctions  r, </,. 

Il  résulte  de  là  qu'on  peut,  en  combinant  linéairement  trois  des  équa- 
tions (22),  obtenir  une  relation  de  même  forme  oii  x,,^^^,  aura  disparu,  et 
former  en  tout  {n  -\-  k  —  3)  —  2  relations  de  cette  nature. 

Lu  opérant  de  même  sur  x„_/, ^.^ -^«-i .  '>n  ai'i'ivcra  à  //  —  3  +  /•  —  2 (/■  —  1  \ 

c'est-à-dire  à  «  —  i  —  /c  relations  de  la  forme 

(23)      0  =  in',.f,,  -+-  ll]x.  +...-+-  /;.r „-/.-!-'/,'.*•„  —/>',       (/■=   1,2,  .  .  .,  /(  —  1  —  /,-), 

et  en  éliminant  .(■„  de  la  même  manière,  à  «  —  3  —  /■  relations  de  la  forme 

(a_i  )  0  =  [j./,,rv+  'J;,.T-  -I-.  .  .-)-  (Jà-r,,^/,  —  ct/,     (/(  =  1,2,  ...,/(— 3  —  /,  ,. 

Soit  A'  le  déterminant  du  degré  n  —  3  —  /■  en  r,,  a-,,  .«'3, 


pH-3-/.' 


.le  dis  qu'il  n'est  ])as  nul.  En  effet,  la  courbe  S  étant  de  degré  n  —  /,-,  et  irré- 
ductible, ce  déterminant  ne  peut  être  nul  que  s'il  est  identiquement  égal  ii 
zéro.  Je  dis  que  cette  hypothèse  est  inadmissible. 

Si,  en  efl'et,  on  l'admet,  on  en  conclut,  puiscjue  r.,  ...,  .r„_A  ont  des  va- 
leurs finies,  que  les  déterminants  obtenus  en  l'emplaçant  une  colonne  de  A' 
par  la  colonne  cj,,  ^2,  ...,  ^„--)-k  so'it  aussi  nuls  identi(|uement,  et,  |)ar 
suite,  qu'on  pourra,  en  combinant  linéairement  les  premiers  membres  des 


>l    J 

reladons  [i^j,  faire  disparnilic  .r,  dans  les  oorltirifiils  de  r,,  .  .  .,  t„  ,,.  cl 
■v',  dans  le  second  nicmlire  de  Téqualion  ol)lenue.  On  anrail  dune  une  itda- 
lien  de  la  forme 

.r,(lt.c,  H-.  .  .+  /„  ,/,.r„_A)  =  •'■3(7',  .'■!  +  .  .  .+  /;,-<•'■„_/,). 

Les  '/?  — ^-j  zéros  de  .ro  antres  qne  /,,  z^, //,  annulent  donc  la  fonc- 
tion :/,<■,  -I-  . . .  -!-/„'_*■»'„_/,),  car  on  pcnt  toujours  (dioisii' nu  li-iani;lc  de  ré- 
féreiiee  (|ui  n'ait  aiieun  sommet  sur  la  eourJ)e  S.  de  telle  façon  (|ue  .Jo  / 
et  x,^:t)  n'aient  que  les   /i  —  /•  :  zéros  eonimuns  /,,  /_, /^.  Mais  la  fonc- 
tion   /,.r,  -t-  ...  -f- /,j_.,  ;■„_;,    s'annule    en    inéuie   teiu[)s    que    .r, »■„_,, 

pour  1^=1, /;,  :  elle    a   donc  mêmes   zéros  (]ue  la  fonction  c^,  et  ii"cii 

différera  (jue  par  un  facteur  eonstaut.  En  raisonnant  de  même  sur  la  lonc- 
lioii  /,.(■,  —  .  .  ..  (ui  voit  (|ue  la  ridation  précédente  serait  de  la  forme 

ce  (jni  entraine  L  =  o,  et  par  suite  une  identité,  résultat  contraire  au 
lemme  du  n"  17.  Le  déterminant  A'  n'est  doue  pas  nuL 

On  tirera  ainsi  des  relations  ;  2I  '  'fs  valeurs  de  -r .,...,  .i;,_^^  sous  la 
l'orme 

,/V  /'.-^ 

Ku  les  portant  dans  les  relations  '2'V,  on  pouria  expiàmer  .r„  en  fonction 
de  -v, .  X.,,  .2-.,,  il  moins  que  les  /i  —  1  —  /•  fonctions  (/]  ne  soient  nulles.  Si  ce 
cas  se  présentait,  on  pourrait,  en  commuant  linéairement  ees  //  —  (  — /■  re- 
lati(U)s  (3.3),  faire  disparaître  r,  dans  les  eoellicieuts  de  .v.,  . . .,  .i'„_^  et  ■r'^, 
dans  le  second  memhre  de  la  relation  obtenue,  ce  (jue  nous  savons  être  im- 
possible. On  aura  donc  .r„  sous  la  forme 

/:. 

■'  «  =  —77  ' 

17  étant  du  premiei- deiiré  en.r,,  ,r_,,  .j-.,,  et  l'on  trouvera  des  expressions 
analoiiues  de  -v,,   ,,  . . .,  .r„_;, ._,. 

Ou  peut  donc  énoncer  les  résultats  suivants  : 

27.    Si  .(■,,  .ï'o,  r,,  onl  I;  zéros  roininiiiis.  sa//s  que  les  àjiKtltons 


(  -"^^  ) 

nient  (/'aii/ivs  s!>lnlions  coniiimnes  e/t  ii  (/lie  celles  (ornprises  dans  Ui  Jonnnle 
Il  7=  f  -\-  /a.)  +  /i/i'io',  la  courbe  S  décrite  par  le  point  (.r, ,  a",,  x^)  est  de  degré 
Il  —  /,•;  le  déterminant  A  est  identiquement  nul  ;  de  plus,  toute  fonction  linéaire 
et  homogène  de  P|(/),  ...,  V„{t)  s'exprime  rationnellement  en  fonction  dex,{t  , 

X.,it],  x,{t). 

2(S.  Supposons  que  .r|(;),  x-,{t),  x.j{t)  aient  (//  —  3)  zéros  communs  :  la 
courbe  décrite  par  le  point  (x,,  x.,,x.^)  sera  du  troisième  degré.  Les  fonc- 
tions —  {t)  et  —  (/)  étant  doublement  périodiques,  aux  périodes  oj,  «c/,  et 
d'ordre  '^,  pourront  (n"9)  se  mettre  sous  la  forme 

'''•'  (n—  ''' ^'  "^  ^-^- "^  ^''^' ,    j':.  ,^._  fi n, -H  c, n.2  +  C3 ÏÏ3 

X,  «in,+ «,11-,+ «alla'       JTt  (7,n,  H- o-jIIj-H  rt^IIs' 

a,,  ....  C3  étant  des  constantes,  et  n;^.,(y  =  o,  i ,  2)  désignant  la  fonction 

nii  fj  représente  une  constante. 

Or  n,,  Ho,  II.,  sont  liés  (n"  21)  par  la  relation 

ir; -t- n^, -t- 11^  —  6  )  n,  n,  n^  =  o. 

I.a  cdui'be  du  troisième  degré  décrite  par  le  point  (.r,,  a-,,  oT^)  est  donc  du 
genre  1 . 

De  lii  résulte  la  détermination  du  genre  de  S  dans  le  cas  général. 

(iliXltF,    Dl!    LA    COIRBK    S. 

2'.).   Soit,  en  ell'et.  une  courbe  S  détinie  jtar  les  iclalions 

.r,r=A,l',(0  -H...-t-A„l>„(/i, 

^'3=^1  i^t(l)  +••  • 

cl  sup|)osce  de  degrés.  Désignons  parc,,  l.,,  '£.,  Irois  fonctions  linéaires  et 
liomogi'nes  de  P,,  ...,  P„  ayant  n  —  ?>  zéros  communs;  la  courbe  S'  décrite 


(  3^  ) 
par  le  point  il,,l.,,l.;i)  est  du  troisième  degré  et  ilu  geiii'c  un.  Or  on  a, 
d'après  ce  qui  précède, 

i,-  =  l'oiiclioii  lalioiuu'lle  de  -r^,  .r.,,  .r^, 
.r,  =:  ron(?lioa  ralioniiiMIe  ilo  £,,  :,,  l-,. 

Les  deux  courbes  S  et  S'  sont  donc  de  niénie  genre,  d'a[)i'ès  le  tliéorènie 
Itien  connu  de  Rieniann,  et,  par  suite,  S  est  de  lienre  un. 

La  courbe  S,  par  le  même  raisonnement,  sera  encore  de  genre  un,  ([uand 
.r,i/i.  .ro(?),  .r//)  auront  des  zéros  communs,  sans  que  les  équations 

■'■i  -'-i  -'-i  '«'i 

aient  d'autres  solutions  communes  ([ue  celles  comprises  dans  la  foiiiiule 

//  =  <-!-  //'.i  -+-  fl/l'r,)'. 

\i\\  consé(iuence  : 

Jm  courbe  S  est  df  s^c/irc  un  toutes  les  fois  qu'elle  est  irirduetihle. 

;{0.  Second  cas.  —  Supposons  maintenant  que  les  fonctions  .«■,  (/;,  -r-Jj], 
Jcjj)  aient  /•  zéros  communs,  et  de  plus  que  les  deux  équations 

\(//)-\(0  =  o.     Y(»)-V(0  =  o     (^X=^,V^^) 

aient  en  u  d'autres  solutions  communes  ([ue  celles  compiises  dans  la  for- 
mule 

U  r^  l  ^r  h  'si  -^  ////'  0)'. 

Soit  posé  rn  =  n  -— /{  :  les  deux  fonclious  doublement  [iériodi(|ues,  aux 
périodes  <o,  no> ,  X(/)  et  V(/;,  sont  d'ordre  ni. 

La  discussion  qui  va  suivre  nous  conduira  à  distiniiuer  deux  cas.  (|ne 
nous  examinerons  séparément  dès  maintenanl. 

A.    Les  valeurs  de  //  (jui  satisfont  simultanément  aux  deux  éiiualiuus 

\(/^)  =  \(/),      \(u)—\(l) 

sont  de  la  forme 

1/  ^  t  -i-  consl. 

Lu  ce  cas,  les  deux  fonctions  \[t)  et  Y(/  i  ont  un  svsli'ine  de  périodes 
Il  5 


(  3',  ) 

plus  simple  que  le  système  w,  /no';  soit  (o,,  o>\  ce  système,  et  soit  m'  l'ordre 
(les  deux  Ibuetions,  c'est-à-dire  le  nondjre  des  intiuis  de  ces  fonctions,  con- 
tenus dans  un  parallélogramme  to,,  m\. 

Si  les  équations  X{ti)  =  X(/),  Y(//)  =  Y(/)  n'ont  d'autres  solutions  com- 
munes en  //  que  celles  de  la  forme 

«  =  /  -I-  //(.),  +  A'fjj', , 

il  résulte  de  ce  (|ui  précède  que  la  courbe  décrite  par  le  point  (i .  X,  Y)  sera 
de  degré  m'  et  de  genre  un;  sinon  on  retombera  dans  le  cas  que  nous  allons 
examiner  maintenant. 

B.  Les  équations  X(«)  =  X(/),  Y(m)  =Y(;)  sont  vérifiées  simultanément 
par  des  valeurs  de  u  autres  que  celles  de  la  forme  l  -t-  /u:>  +  nli\<>',  sans  que 
les  (onctions  X(/)  et  Y(;)  aient  un  système  de  périodes  plus  simple  que  le 
système  oj,  nto' . 

L'équation  X(//)  =  X(^)  donne,  pour  toute  valeur  Unie  de  /,  m  séries  de 
valeurs  de  u 


t  +  /(r,)  +  nh'  ',\' ,   «,  -h  A '.1  -(-  nh'  Us  , 


"m-i  +  li''>  +  nfi''j>', 


h  et  h  étant  des  entiers  quelconques.  Les  points  critiques  de  la  fonction  u, 
dclinie  par  cette  relation,  sont  donnés  par  l'équation 


du 


^  o, 


qui  est  vérifiée,  en  général,  pour  ■?./n  séries  de  valeurs  de  u 

V  i-\- /lu -h  nh' (W,    ...,   U,,„  + /ioi  + /i/i'o)'. 

Aux  valeurs  de  u  comprises  dans  une  de  ces  séries  correspondent,  par  l'é- 
quation X(«)  =  X(/),  m  séries  de  valeurs  de  u 

T,  +  /;  'j)  -h  n/i'  r,)'.  T.,  -I-  /i  'i\  -H  iili'  <j)' ,    .  .  . , 

ce  qui,  en  tout,  donne  im-  points  critiques  dans  tout  parallélogramme  des 
périodes. 

Supposons  que  la  variable  t  arrivant  à  un  de  ces  points,  T,,  la  branche 
considérée  de  la  fonction,  ait  pour  valeur  un  zéro  multiple,  U,,  d'ordre  <-/, 
de  l'équation  \{u)  —  X{t)  =  o. 


(  35  ) 
Posant  /  =  T,  -I-  0,  //  =  U|  -+-  (',  celte  é(|iiatioii  devient 


1  .  2  ...  y   '  '  1  .  î  .  .  .  /. 

/tétant  nn  entier  positif,  non  nul.  Si />'  est  le  pins  giand  commun  diviseur 
de  q  et  de  k,  cette  relation  montre  que  les  rj  branches  de  la  fonction  //,  dont 
les  valeui's  sont  U,  au  point  T,,  se  partagent  en  //  systèmes,  et  (|ue  les 
brandies  d"un  de  ces  systèmes  se  permutent  entre  elles  (|uand  la  variable 
tourne  autour  d'un  point  ciitique. 

La  dérivée  de  la  l'onction  n  est  (bjnnée  par  récjuation 

lu  ~  \'(./)' 

elle  n'a  ([ue  m  valeurs  pour  une  valeur  de  /,  et  un  certain  nombre  de  ces 
valeurs  s'échangent  quand  la  variable  tourne  autoui'  dun  point  criti([ue. 

Si  les  deux  équations  \\u)  =  X(/),  \{ii)  =  \'{f)  ont,  (jU(d  (|ue  soit  /,  des 
solutions  communes  en  ii,  il  faut  (jne  les  deux  fonctions  //  et  o,  définies  |)ar 
les  relations 


aient  des  branches  communes  :  soient  /,  // //^,_,  ces  branches.  Il  e<i 

clair  que,  si  la  variable  part  du  jioint  /  et  y  revient,  après  avoir  déci'il  un 
chemin  quelconque,  les  fonctions  ?/,,  ii,,  ....  i/^  ,  devront  reprendre  les 
mêmes  valeurs,  à  l'ordre  près,  et  à  des  multiples  près  des  périodes  w,  //lo'; 
et,  par  conséquent,  les  dérivées  de  ces  fonctions,  données  par  l'équation 

du  _\'{ii) 

lu  ^  X'(0  ' 

reprendront  les  mêmes  valeurs,  à  l'ordre  près. 
Il  en  résulte  que  la  somme 

dn^        du. 2  'l'ip-\ 

~dt    ^   dï    •   ■  ■  -~       ,/t 

est  fonction  monodrome  de  /,  dans  tout  le  plan,  .le  dis  quidic  n'a  pa^  de 
|)ôle  à  distance  finie;  car,  aux  environs  d'un  point  t|uelconqiie  /„.  on  peut, 
d'après  ce  qui  précède,  <lévelo[)per  u,  en  série,  sous  la  forme 


■        (  36  ) 
on  a  doiu',  dans  le  domaine  du  point  i^. 

Or  -  est  positif,  -  —  i  est  donc  plus  eiand  nue  —  i,  et  —.-  ne  renfernie  pas 

IJ  'J  '  '-  '  Clt 

de  puissances  entières  et  négatives  de  (/  —  /„).  Il  en  est,  par  suite,  de  même 

de  la  somme 

diii        du,  dtifi^^ 

"dt'^TÛ  ^'"^~dr' 

et,  comme  celte  somme  est  monodrome,  il  ne  subsistera,  dans  son  dévelop- 
pement en  série,  aux  environs  de  ^o>  que  dc^s  puissances  entières  et  non 
négatives  de  t  —  /„  :  elle  n'a  donc  pas  de  pôle  à  distance  tinie. 

D'un  auli'C  côté,  les  lelalions  X{ii)  =  X{t),  Y{i{)  =\{t)  ne  changent 
pas  si  l'on  augmente  /  d'une  période  :  si  donc  la  variable  va  du  point  / 
au  point  /  +  w,  par  un  chemin  quelconque,  les  fonctions  u,,  ...,  itj,^, 
reprennent  les  mêmes  valeurs,  à  l'ordre  près,  et  à  des  nuilti[)les  près  de  co. 

/no',  et  les  dérivées  ^j  •  •  •  reprennent  les  mêmes  valeurs,  à  l'ordre  près. 
Il  en  résulte  que  la  fonction  ^  +  . . .  -i-  — y'r^  admet  les  périodes oj./ho'. 

Comme  elle  n"a  pas  de  pôles  à  distance  finie,  c'est  une  constante,  —  A.  On 
a  donc 

d/i,         du. y  du... 

-^  +  -^  + .  .  .  +  —^  +  A  =  o 
dl  al  dl 

OU 

l'i  -+  //,  -i- . . .  -h  ///,_,  -t-  A  <  r=  C. 

Pour  determinei- A,  remarquons  que  les  équations  X(»)  — X(/),  Y(h)  =  Y(/) 
ne  changent  pas  si  l'on  remplace  /  par  ?/,(/),  puisque X(?/,)  =  X(/).  En  con- 
séquence, la  variable  allant  du  point  /  au  point  ii^[t.),  par  un  chemin  quel- 
conque, les  fonctions/,  w,  [t],  ...,  «/,_,(/) deviendront  «,(/),  w,  [//,(/)],  .  .., 
«/;-(  ["i  (^  )]'  et  devront  reproduire,  à  l'ordre  près  et  à  des  multiples  près 
des  périodes,  la  série  de  valeurs  t,  u,[t),  ...,  iip_,{t).  Si  donc  on  change 
/  en  u,{t)  dans  la  relation 

//,  H- «2 +. .  .+?/^,_,  +  A/ =  C, 
on  a 

t  -i-  11.,+.  .  .-h  iii,-i  4-  A  «1  =  t;  4-  ?,,  w  +  ///J-i  0)', 

d'oii 

(A—  i)  (M,  —  0  =  li'ji  H-  /i/J-,w', 


et  de  même 


(  37 


(A—  i)  (tii  —  <)  =  À20)  H-  nu,',,'  - 


(  A  —  I )  (  w,j^,  —  /  )  =  À/,-,  oj  —  «.^,,-1  '.) 
Si  A  ililTère  de  i,  on  ;iur;i 


"A 


■7a  étant  une  conslaute  :  c'est  Fliypothèse  examinée  [lius  liant    A  ,   et  (|ne 
nous  avons  écartée.  11  l'ant  donc  (jue  l'on  ait  A  —  r  =  o,  et  il  l'este 


/  ^  i/i  -^  II, 


'p-i 


31.  Cela  posé,  soit  v.  une  valeur  telle  que  les  quantités  7.,  11,   y. 

"/,_,  y- I  soient  différentes;  d'après  ce  qui  précède,  les  quantités  »,(7  . 
u,\_u^[%\,  .  . .  ,  ?/p_|[H,  y.  J  seront  égaienu-nt  différentes,  et  les  points  y., 
u,  [y.],  . . .,  itp_,  7.  ne  seront  pas  des  points  critii[ues  de  la  fonction  11.  Soit  'i 
une  quantité  analogue  à  y. ;  considérons  la  fonction 


^  5i(<— o:')'}i[</|(M  — a]...9|[»,,_,(/)  — :^| 

'"^  '       5,u-,â)5,[//iU.)-iJ...0,[«„_,(O-::ir 


étant  posé 


6r,(O  =  5,(<,0),  «(0')=    -.y^ 


Je  dis  (|ue  la  fonction  9  J;  est  monodrome.  En  elfet,  si  la  varialile  part 
du  point  /  et  y  revient  après  avoir  suivi  un  chemin  (|uelcon(|ne.  les  fonc- 
tions «,,  ..  .,  //^,_,  se  reproduisent  à  l'ordre  près  et  à  des  multi[des  près  des 
périodes.  On  a  ainsi,  en  désignant  par  ■  un)  ce  que  devient  la  fonction  ///, . 

{  «A-)  z=  «,  -i-  ll'ii  ^  Itll    (,)'       (/.',('=  I  ,  2,   ....  /*  —  1  ) 

avec  les  conditions 


:0, 


puisque  /  -r  "1  -i-  . 


devient  donc 


'p-i 


l/l—l/l': 

est  constant.  Le  facteur 

0,{iij,  —  y.) 


(,.  i  II:  —  3 


^i  (  Ui  —  ?  ) 


(  38   ) 

f;t  o{/)  se  reproduit  mulliplié  par  la  quantité  e      "'  ,  c'est-à-tlire  l'u- 

nité. On  voit  de  même  que  9(/)  admet  les  périodes  to,  /uo'. 

De  même,  enfin,  o(/)  ne  change  pas,  si  l'on  y  remplace  /  par  une  des  quan- 
tités »,  [l],  U.,{t),  .  .  .,  11^  _,  {t). 

Les  zéros  de  ç)(?)  s'obtiendront  évidemment  en  égalant  à  zéro  successi- 
vement les  facteurs  du  numérateur.  Soit,  par  exemple, 

On  en  lire 

et  les  relations  X(m,)  ^X(^);  Y(i/,)^Y(^)  montrent  que  l'on  aura 

X(0=X(a),     Y(0  =  V(«), 
c'est-à-dire 

/  ^  «X  (,  3!  )  +  /(  w  -H  nh'  0)' , 

k  ayant  une  des  valeurs  i ,  2,  ...,/>—  i . 

Les  zéros  de  o[t)  ne  peuvent  donc  être  que  de  la  forme  précédente.  Inver- 
sement, toute  quantité  de  cette  forme  est  zéro  simple  de  o{t).  Soit,  par 
exemple,  la  quantité  m,  (a)  :  les  quantités 

«,(3!),   u^[u^[y.)^.    ...,   ///,_,[«,  (a;  )  ] 

reproduisent,  à  l'ordre  près  et  à  des  multiples  près  de  oj,  ruo',  les  quantités 

X,   "i(a),    .  .  .,   iip^j(a.). 
On  a  ainsi 

Il p[u ^  {  y.)~\  ^  y.  -^  h  0)  -+-  fi/i' rW , 
et  le  facteur 

6,[i,p(t)-y.] 

s'annulera  pour  /  =  11,  [y.).  Le  point  u,{x]  n'étant  pas  un  point  critique,  par 
hypothèse,  les  (juantités 

«,(5c),   «,[«,(a)],    ...,   iip_i[ii,iy.)] 

sont  dirrerentes,  et  les  facteurs  du  numérateur  autres  que   h,,iir,  —  y-    ne 
s'annulent  pas  pour/  =  11, {y.}.  La  dérivée  de  ce  facteur  ne  s'annule  pas  non 


(  -^9) 
|)liis  pour  cette  valeur,  car  elle  est  égale  ii 


>Im^,     , 


01'  9j?/p[»,  (a.)J  —  y.\,  c'est-à-dii'e  0',  (o),  n'est'  pas  nul,  et  -~  n'est  pas  nul 

au  peint  t  =^  u,(y.),  puisque  les  valenrs  de  u  sont  différentes  en  ce  point. 

Il  l'ésulle  de  lii  que  les  zéros  de  o[t]  sont,  dans  un  parallélogramme 
des  périodes,  les  quantités  a,  «,(x),  ...,  «p_i(x);  et  ses  infinis,  les  ([uan- 
tités  |i,  w,  :  [i),  . . .,  «^^,(3).  On  a  donc,  ^l.  étant  une  constante, 

Oi',  nous  avons  vu  plus  haut  que  ■^i /)  ne  cliange  pas  quand  on  y  rem|>laee  / 
par  (/,'J);  il  en  est  donc  de  mémo  de  Z{t),  et  l'on  a 

Z[«,(0]  =  Z(0     (;•=.  1,2,  ...,/)-!). 

Il  en  résulte  que  les/;  fonctions  /,  u,  (t),  . .  .,  ii^,_,  7)  sont,  ahstraclioii  faite 
des  multiples  de  o,  no>',  les  zéros  de  la  fonction  de  u  :  Z  »)  —  Z[t],  où  Zn) 
désigne  une  fonction  doublement  périodique,  aux  périodes  (•>,«(./.  et 
d'ordre  p. 

32.  On  en  déduit  que  la  courbe  décrite  pai-  le  point  (r,,  .r.,  .ij  )  on 
(t,  X,  Y)  est  iinicursalc. 

Il  existe,  en  effet,  entre  les  deux  fonctions  doublement  pério(li(jues,  aux 
mêmes  périodes  X(/)  etZ(<),  une  relation  algébrique.  Si  l'on  se  donne  Z, 
on  trouve  pour  /,  abstraction  faite  de  multiples  des  périodes,  j)  valeurs. 
Soit  a  l'une  d"(dles.  La  r(dation 

7.[u,{a)]  ^T(a) 

monlie  que  les  {p  —  i)  autres  seront  »,  («),  u.,  i  a),  . . .,  ii^_,  [a).  Or,  aux  va- 
leurs a.  II, [a),  ...,  iip^,{a)  de  /  correspond,  ii  cause  de  la  relalion 

\  [«,(«)]  =  X(fO       [1=1,2,   ...,/,-,), 

une  seule  valeur  de  X.  Ainsi,  Z  étant  donné,  X  n'a  qu'une  valeur  :  X  est 
donc  fonction  rationnelle  de  Z.  Il  en  est  de  même  de  Y,  et  la  courbe  S, 
décrite  par  le  point  (i ,  X,  Y),  est  unicursale. 


(  4o  ) 

."J3.   Le  de":ré  de  celte  courbe  est '-•  —   Soit,  on  oflVt.  l'(''(iu;ition 

O  p  I 

X(/)  =  \(<,,), 

où  /„  est  iino  constante  arbitrairomont  choisie.  Elle  donne  les  arguments 
(ies  points  d'intersection  de  la  coiirhe  S  avec  la  droite  X  =X(/o). 

Cette  équation,  à  moins  que  <o  n'ait  des  valeurs  particulières,  ce  que 
nous  ne  supposons  pas,  n'a  pas  de  racine  commune  avec  l'une  ou  l'autre 

des  équations 

Z'(0=o,     X'(0=o; 

de  plus,  les  éijuations 

X(0  =  X(^),     Y(0  =  V(/„) 

n'ont,  abstraction  faite  des  multiples  de  oj,  tîcj  ,  d'autres  solutions  com- 
munes que  les  quantités 

L'équation  X(i)  =  X(('o)  admet  (ont  d'abord  comme  racines  ces/j  quantités, 
qui  sont  différentes,  puisque  Z'  [?/,(/„)]  n'est  pas  nul,  et  qui  sont  des  racines 
simples,  puisque  X' [îf,(Zo)]  n'est  pas  nul. 

A  ces/?  racines  correspond  la  même  valeur  V(?„)  de  Y. 

Soit  ('„  une  autre  racine  de  l'équation  X(/)  =  X(/„);  les  quantités  l'o, 
Hi(t'(,),  ....  Up_\K\)  seront  des  racines;  elles  diffèrent  entre  elles,  et  sont 

des  racines  simples  pour  les  mêmes  raisons  que  les  quantités  /„ (//,_,  (/„); 

de  plus,  la  valeur  ¥(('„)  de  X,  qui  correspond  aux  p  racines  r„,  //,  r„\  .  .., 
Up-i  (('„),  difiVi'c  de  Y(^u).  On  ne  peut  avoir,  en  effet, 


en  même  temps  ((iie 


Y(r„)  =  Y(/o), 
X(.'o)=X(/„), 


que  sir„a  l'une  des  valeurs  ?o,  «,(/„),  . . .,  iip^,{t„),  ce  qui  n'a  pas  lieu,  puis- 
que les  quantités  ;„,  ...  sont  des  zéros  simples  de  la  fonction  X(/)  —  X(7o)- 
On  voit  ainsi  que  les  [n  —  k)  zéros  de  cette  fonction,  compris  dans  un 
parallélogramme  lo,  ruo',  se  partagent  en  groupes  renfermant  chacun  p  zéros 
distincts,  et  (jui  diffèrent  des  zéros  des  autres  groupes.  Aux  />  zéros  d'un 

même  groupe  correspond  une  seule  valeur  de  Y(/),  et  les ^  valeurs  ainsi 

.obtenues  sont  différentes. 


4.  ) 


lien  résulte  que  la  droite  X  ^=\>to)  coupe  la  courbe  S  eu  '■  poinis 

...                             ,            ,         .     t       .  /t  —  /. 
tiistinets;  cette  courlte  e.'^t  uonr  de  dcirre 

VIII. 
Discussion  générale. 

3i.  Il  nous  reste  maiuteuaut  à  reconnaître  si  une  courhe  S.  ri'i^iésentee 
par  des  équations  de  la  t'ornie  (G"i,  est  de  degré  ri  et  de  genre  un. 

La  considération  des  étjuatious  fondamentales  va  nous  pernu'tire  de  ré- 
soudre cette  question. 

Il  a  été  démontré  plus  Iiaut  que.  dans  le  cas  ofi  la  courbe  S  est  de  degré  /i, 
la  fonction  Ai  .r,,  .1%,  .r, )  n'est  pas  identiquement  nulle,  et  (|u'il  n'existe  au- 
cune relation  linéaire  et  liomogèue  ideuti(iue  entre  les  n  fondions  Xr,, 
Ar,.  A r,  :,/;../; /.. 

Ces  conditions  nécessaires  sont  en  même  temps  suffisantes. 

Si,  en  elïet,  la  courbe  S  n'est  pas  de  degré  /i,  on  se  trouve  dans  un  des 
cas  particuliers  examinés  plus  haut. 

i"  .r,  (/j,  .l'o^/),  0^3 (^)  ont  des  zéros  communs;  en  ce  c;is,  on  a  vu  ([ue  la 
fonction  l[.r,,x.,,X:,)  est  nulle  identiquement. 

2°  .r,  (i),  .ro(/),  ir3(/)  ont  X' zéros  communs,  et  les  équations  \  ii  >  =  \[t  , 
\[ri]  =  V(;^  sont  vérifiées  simultanément,  (juel  (jue  soit  /,  pour  />  valeurs 
de  II  comprises  dans  un  parallélogramme  o,  //<■>'.  On  ailmrl,  de  plus.  (|iie  les 
fonctions  \  t  et  Vi/)  n'ont  pas  de  systi'me  de  périodes  |)lns  simple  (jue  le 
système  m,  no>' . 

En  ce  cas,  si  /■  n'est  pas  nul.  A  est  ideuli(|ueinent  égal  ;i  /.eio  comme  prc- 
cédenimeul.  Il  en  esl  de  même  si  /•  est  nul. 

Admettons,  eu  ellet,  (jue  A  ue  soit  pas  nul  identiquement  ;  on  pttuira  des 
équations  i  i  j  tirer  les  équations  (12)  et  (i'j).  Dès  lors,  eu  veilu  du  raison- 
nement du  n"  21,  la  C(mrbe  A  =  o  a  un  point  multiple  d'ordre  // —  r  en 
tout  point  multiple  d'ordre />' de  S.  Or,  ;i  I(M1(  pi)int  de  S  coi'respoudent  /> 
arguments,  /,  iijl;,  ...,ii^,_,t  ,  et,  [lar  suite,  tout  [xiint  de  S  [leul  être  con- 
sidéré conimi'  un  point  multiple  d'ordre  p,  et  l'on  aura 

S  —  1'', 

la  courbe  1  =  o  étant  une  courbe  unicnrsale  de  dcijré  -•  La  l'onction  A  sera. 


(  /I2  ) 

d'après  ce  qui  précèdi',  (livisihlc  pari''"',  et  l'on  aiii'a  identiquement 

A,  étant  un  polynôme  de  dei;ré 3  en  .r,,  .r^,  ^"3. 

Remarquons  maintenant  qu'à  un  point  doulde  de  la  courbe  2  =  o  corres- 
pondent 2/j  arguments  de  la  forme  /,  ",(0'  •••»  "/)-)(0!  '»  "i(^')'  •••' 
np_^  [t');  un  tel  point  est  donc  un  point  multiple  d'ordre  ip  sur  S,  et,  par 
suite,  d'ordre  2/>  —  i  sur  A.  Il  résulte  de  l'identité  précédente  que  ce  point 
sera  un  point  simple  de  la  courbe  A,  =  o. 

Cette  courbe  est  donc  une  courbe  adjointe  de  1.  Or  une  courbe  unicur- 
sale  n'a  pas  de  courbe  adjointe  dont  le  degré  soit  inférieur  au  sien  de  trois 
unités  [car  une  courbe  adjointe  de  degré  m  —  3  passant  par  les;^//;  (m  —  3)  +  i 
points  doubles  d'une  unicursale  de  degré  /«  couperait  cette  courbe  en 
m{m  —  3)4-2  points]  ;  il  en  résulte  nécessairement  que  la  fonction  A,  est 
identiquement  nulle,  et  il  en  est  dès  lors  de  même  de  la  fonction  A. 

3"  Les  fonctions  X(/)  et  Y(^)  ont  un  système  de  périodes  w,,  oj',,  plus 
simple  que  le  système  o),  «co',  sans  que  les  équations  X(m)  =  X(^), 
Y(m)  =  Y(/)  aient  dans  un  parallélogramme  0^,0/,  d'autre  solution  commune 
que  la  solution  u  =  /. 

En  ce  cas,  si  le  parallélogramme  w,  «w'  équivaut  [\  p  fois  le  parallélo- 
gramme co,,  oj, ,  la  courbe  S  est  une  courbe  i,  de  genre  un,  de  degré  -» 

comptée  p  fois.  Cela  résulte  immédiatement  de  la  discussion  des  n"*  17 
et  3(J. 

On  aura,  comme  plus  baut,  identiquement 

A  =  i"~'A„ 

la  courbe  de  degré 3,  A,  =  o  étant  une  courbe  adjointe  de  i. 

De  même,/'.,,  ..  . ,  f„  étant  les  fonctions  définies  au  \\°  15,  on  aura 

/'.   i''-'  o,  /'    V;.--l  . 

94,  . . . ,  o„  étant  des  polynômes  de  degré 2,  qui,  égalés  à  zéro,  sont  les 

équations  de  courbes  adjointes  de  i. 

Or  nous  verrons  plus  loin  que  l'équation  générale  des  courbes  de  degré 
m  —  2,  adjointes  d'une  courbe  de  degré  m  et  de  genre  un,  est  de  la  forme 

0=1  ai  C, -H  312^2-1-.  .  .+  3<,„C„,, 


1  -P  I 

a,,  . . . ,  y.,,,  étiint  des  constantes,  C,,  . . . ,  C,„  des  polynômes  de  degré  m  —  -i 
en  ,r,,  x„,  x^. 

Il  en  résulte  que  les  n  fonctions 

■^'l-^i)    ^-j-^i»    ^^"j-^n    9*»     •  •  ■  •    O/t 

sont  liées  par  n relations  linéaires  et  homogènes,  et  il  en  est  de  même 

J' 
des  lonctions 

.r,A,  ,z-.,A,  .r^A,  /-,,    .  .  .  ,  /„. 

:}.").  Par  conséquent  : 

TiŒor.KMi"..  —  l'iHtr  (j'AC  la  courbe  rx'prcsentce  jnir  les  ('//lut/ioris  (Gj  soi/  de  de- 
i^ré  n,  il  faut  et  il  suffit  quil  ne  liste  aitciine  relation  idcnli/iite    en  .r, ,  .v.,,  ,f.,  ) 

de  la  forme 

(7,,c,  A  -H  (7o./-o  A  +  rtj.i'iA  -t-  ci-^f;  -<-...-)-  a„/„^  i), 

rti ,  ...  c'/r//(/  f/('.v  constantes. 

Il  résulte  de  ce  (|ui  précède  que,  si  la  courlje  est  de  degré  //.  elle  si'ra  éga- 
lement (le  genre  un. 

IX. 

Conséquences  géométriques- 

'M^.  Soit  S  une  courbe  de  degré  //  et  de  genre  un,  définie  |)ar  des  éciuations 
de  la  forme  (6);  désignons  par  «^  le  nombre  de  ses  points  doubles,  par  a^ 
celui  de  ses  points  triples,  etc. 

On  a,  puisque  S  est  de  genre  un, 

«2  -i-  3  «3  +  .  .  .  -t-  !,  /)  (  /'  —  I  )  a,,  =  .J  /(  (  /;  —  i  ) 

ou 

2f/,  +  Cr/j  -t-  .  .  .  -Hy>(/;  —  \](i i,z=:  n{n  —  3  ). 

La  courbe  A,  dont  nous  avons  appris  à  former  l'équation,  est  de 
degré  /;  —  3  et  a  un  point  multiple  d'ordre  p  —  i  en  tout  point  mulli[)le 
d'ordre/^  de  S;  elle  a  donc  avec  Sp{p—  i)  points  communs  en  un  tel  point, 
et  l'équation  précédente  montre  (|ue  A  ne  cou|)e  S  (|u'au\  points  multiples 
lie  cette  dernière  courbe. 

Il  en  résulte  ()ue  la  courbe  A  est  unicpie;  car,  s'il  existait  deux  courbes 


i,  44  ) 

lidjointes  A  ^  o  et  A  =  o  de  degré  /;  —  J,  la  courbe 

5(A  +  x'  \'z=  o, 

(lù  a  et  y.'  sont  des  constantes,  serait  également  une  courbe  adjointe,  et  Ton 
pourrait  la  faire  passer  par  un  point  quelconque  de  la  courbe  S,  (ju'elle  cou- 
perait ainsi  en  /i[n  —  3i  +  r  points,  ce  qui  est  impossible. 

37.    La  coui'lie  de  degré  n  —  2  dont  l'équation  est 

C  ^A(oii.r,-!-o),j,-t- 0)3.^3)  -1-  (.)i /i -t- .  .  . -h  'j)„/„=o 

co,,  . .  . ,  cij„  étant  des  constantes  arbitraires)  est  une  courbe  adjointe  de  S. 

Réciproque/nent,  toute  courbe  adjointe  de  degré  n  —  1  a  une  équation  de 
cette  forme. 

Remarquons  d'abord  que  les  arguments  des  mn  points  d'intersection  avec 
S  d'une  courbe  quelconque  de  degré  m,  /{oc^,  Xo,.r.^)  =  o,  sont  donnés  par 

l'équation 

o=/(A,P,  +  ...+  A„P„,DJ>,-f-...,C,P,4-...), 

et  l'on  démontre  sans  difficulté,  comme  au  n"  3,  que  cette  équation  a  dans 
un  parallélogramme  co,  «to',  mn  zéros  dont  la  somme,  à  des  multiples  près 

des  périodes,  est  - — (oj  +  nw  ). 

Soit  C  une  courbe  adjointe  quelconque  de  degré  n  —  i\  elle  coupe  S  aux 
points  où  cette  courbe  est  coupée  par  A  et  en  /;  autres  points,  dont  les  argu- 
ments ont  pour  somme,  à  des  multiples  près  de  w,  m»' ,  la  quantité 

n(n  —  1)  .  n{n  —  o)  ^ 

(  ',i  +  n  OJ  j (  r,)  -H  /i  'jj   ) , 


c  est-a-dii'c 

II 


((,)  -+-  «&)'). 


(3n  peut  donc  tliéorème  IV,  n"  6)  former  une  et  une  seule  fonction  de  la 
forme  w,  j;',  [t)  -h  . . .  -\-  oj„.r„(/),  ayant  ces  n  arguments  pour  zéros,  et,  par 
suite,  la  courbe  adjointe  de  degré  /i  —  2,  dont  l'équation  est 

o  =  C  =  (',)|.r,H-  oi,.r2-f-o)3.r3)  A  -(-  oi; /j  +  .  .  .  +  oi„/„, 

coupe  S  aux  mêmes  points  que  la  courbe  C.  On  en  conclut  iinmédiatement 
(|ue  les  courbes  C  et  C  sont  identiques. 

r..    Q.    F.    D. 


(  45  ) 
;!.S.   On  a  troiivo  (n"  l.")")  les  relations 

A[.r,(/)...],ri(o       =  y;[-'-,(/)---], 

A[.r,(0..-]^-.(0  =  Â[^r,(t)...], 

A[.r,(r)...].r,(0-r.-,(0=A-,[.r,(0.--], 
l[.r,(t)...].rl(l)  =/.;[.,',(0...], 

On  (Ml  déduit 

o=/;[,r,(0---]./U-^-i(0---]--i[-'-i(0---]./;3[^'-ilO---J- 

(l'est  là  une  relation  de  degré  2[fi  —  2)  entre  •»:■,(/),  a".(/),  j:'3(/),  c'est- 
à-dire  entre  les  coordonnées  d'un  point  quelcon(|ue  de  la  courbe  S;  si  donc 
on  désigne  par  S  le  premier  membre  de  l'éciuation  de  cette  courbe,  on  aura 
identiquement.  (|uels  que  soient  x,,  Xo,  x^. 


MVi 


de  même 


''•,5.  'j-,  1'  •  •  •  étant  des  polynômes  de  degré  //  —  1  en  .r,,  .iv,,  ■r^. 

Ola  posé,  soient  deux  courbes  adjointes  ([uelconijues,  de  degré  n  —  2,  C, 
etC,, 

G,  =  A{'.i,.r,  -H  (,.2.r,-H  03. rj)  -1-  0);/^-)-.  .  .-h  o)„ /„  =  o, 

G2=  A(f,)',  .r,  + )  +  &i';/iH--    --H  «'„/„  =  o. 

On  a 

C,C,  =  A[A(',j,.r,-T-...)(',/,.r, +...)  + (o),  a-, -t-...)(w;/4  4-...)  + (01',  J:-,-^...)(fn./4 +•••)] 

-H  W;  '.)  i  /l  -+-  {'j>i  Oj'-   4-  0)  ;  OJ5  )  /i  /;  +  .  .  . 

OU,  en  remplavanl /j',  /'i  /g,  ...  par  leurs  valeurs  tirées  des  relations  (R), 

;  C,C,=  Ai„+SG„. 
(S)  (   On  Irouverail  de  même 

(  G;=a:s„+sg,„ 

(i,2.   G,,  sont  des  polynômes  de  degré  n  —  4;  ^î,,,  1,,  des  polynômes  de 
degré  n  —  r  en  »■,,  .r^,  .r,. 


(  4r.  ) 

De  plus,  les  (■(nirhi's  l,.,  =  o,  1,,  =  o  sont  dos  courbes  adjointes  de  S,  car 
on  a.  |iai'  exemple, 

1,0=  A(0),.r|+.  .  .)('-■>',  ■'■!  +  ■  •  ■)  +  (f.ii.ri-t--  .  .)('^i4./'v  +  -  •  •)  +•  •  ■-\- ''>'.'•>[ /;■.  +  ■  ■  •. 

cl  l'on  sait  ([ue  les  courbes  A  =  0,/^  =  o,  ...  ,/■,.,  =  o./ij  =0,  ...  sont  des 
courbes  adjointes  de  S. 

La  relation 

C,(:,  =  Ai,,-HSG,2 

montre,  en  outre,  que  la  courbe  -,2=  o  passe  par  les  2/1  points,  autres  que 
les  |)oints  doubles,  oii  C,  et  C2  eoupent  S  :  il  n'y  a  évidemment  qu'une  seule 
courbe  adjointe  de  degré  //  —  i  l'emplissant  ces  conditions. 

('<ela  posé,  on  déduit  aisément  des  relations  (Sj  les  résultats  suivants  : 

;59.   Soient 

(]|  et  C.  deux  courbes  adjoiiites  ({uelconques  de  degré  «  —  2; 

1,1  la  courbe  adjointe  de  degré  //  —  i  qui  toucbe  S  aux  n  [toinls,  autres  que 

les  points  doubles,  oîi  C,  coupe  S; 
1,.,  la  courbe  adjointe  de  degré  /i  —  1  qui  coupe  S  aux  2n  points,  autres  que 

les  points  doubles,  où  C,  et  Co  coupent  S; 
A  la  courbe  adjointe  de  degré  n  —  3. 

i"  Il  existe  ii/ic  comité  G^..  de  déféré  n  —  /|,  passant  par  les  points,  dutirs  (pic 
les  points  doubles  de  S,  où  C,  et  C^  coupent  A; 

2"  La  courbe  i,,  coupe  Q^^  en  [n  —  i){n  —  '\)  points  :  la  moitié  de  ces 
points  est  située  sur  C, ,  P autre  moitié  sur  C^  ; 

î"  //  existe  une  courbe  G , , ,  de  degré  n  —  [\,  tangente  à  A  aUuV pouUs.  autres 
(pie  les  points  doubles  de  S,  où  G,  coupe  A  ;  les  courbes  (j, ,  et  A  sont  ainsi  tan- 
gentes en  tous  lents  points  de  rencontre; 

4°  ^u  touche  la  courbe  G,,  eti  tous  ses  points  de  rencontre  avec  elle;  ces 
points  sont  situés  sur  G, . 

Les  tbéorèmes  3"  et  4"  sont  des  cas  particuliers  des  tbéorèmes  1"  et  2". 

10.  Ges  tliéoi'èmes  donnent  des  propriétés  de  la  courbe  A;  ou  peut  en 
detluire  les  conditions  nécessaires  et  suf/isa/itcs pour  f/ue  '  n[/i  —  3) points  d'un 
plan  soient  les  points  doubles  d'une  courbe  de  degré  n,  de  genre  un  (  '  ). 


(')  M.  Ilal|il}en  a  U'uiLc  ccUe  quoslion  pdur  la  cuurlic  du  si\ii'nii.'  indrc  (  Dullriin  de  lu  Snaelc 
iiinllicniatiqiic  de  France,  t.  X,  p.  162). 


(  47  ) 

Ces  conditions  sont  los  suivantes  : 

Soit  A  I;i  courl)c  do  dci^ré  /?  —  3  (|ni  passo  par  les  In'n  —  3)  points 
donnés,  cette  courl>e  doit  être  unique  et  n'avoir  de  point  nuilliplc  i-n 
aucun  de  ces  points. 

I  "  Toute  courbe  C  de  dcf^rc  n  —  2  passant  par-  les  points  donnes  coupe  A  c/i 
|f«  —  3  :  ;'/?  —  4)  points  :  if  existe  une  courbe  G,  de  degré  n  —  4'  touclianl  A 
en  ces  points  ; 

2"  La  courbe  C  coupe  G  en  ^{n  —  0  {n  —  [i)  points  non  siluc'ssurl  :  i/erisie 
une  courbe  i,  de  degré  n  —  i,  touelnint  G  en  ces  points,  et  passant  par  les 
T.n'n  —  3    points  donnés. 

Ces  conditions,  (|ui  reviennent  aux  propositions  des  thénrèmes  i"  et  a", 
sont  nécessaires  :  je  dis  ([u'elles  sont  sullisantes. 
Soit,  en  effet,  la  courl)e  ayant  pour  équation 

C^  ^  '/.  M  =  o, 

où  7.  désigne  une  constante  arbitraire.  Cette  courbe  de  decré  in  —  1  est 
évidemment  tangente  à  G  en  i  (7?  —  3;  «  —  4  i  points  situés  sur  A,  et  en 
r,  (n  —  i)  [n  —  4  )  points  situés  sur  2!,  puisqu'on  suppose  vérifiées  les  condi- 
tions i"  et  2";  on  ])eut  cboisir  1  de  façon  qu'elle  passe  par  un  point  arlii- 
traire  de  la  courbe  G,  (|u'elle  coupe  ainsi  en 

(«  —  3)(«  —  4)  — (/;^  i)(// —  4)-^  I, 

c'est-à-dire  en  («  —  4' (2/1  —  4)  ^- i  points  :  elle  se  décompose  donc  en 

deux  courbes  dont  l'une  est  G  et  l'autre  une  courbe  S,  de  degré  n.  On  a 

ainsi  identiquement 

(?+/,Ai  =  GS. 

La  courbe  G  ne  passe  par  aucun  des  ~n[n  —  3)  points  donnés,  car  elle  ne 
rencontre  A  ([u'aux  ^ , /;  —  3  (//  —  4)  points,  auties  (jne  les  points  donnés, 
où  C  coupe  A.  Il  résulte  dès  lors  de  l'identité  précédente  (|ue  la  couriie  S 
admet  les  ^n(n  —  3)  points  donnés  pour  |)oints  doubles. 

41.  Reprenons  l'identité 

ce  A '^    —  sr. 

Soient   T  =  o.  T  =u   les  tangentes  ii  S  en  un  de  ses  points    ddublrs: 


(  48  ) 

soii'iil 

T,  =T  +  «,  T'  =  o, 

ï,  =  T  H-  a,  T  =  o, 

T,,=:^T  +  fl,,T'  =  0, 

Tg  =  ï  +  «5  T'  =  o, 
T,i  =  T-j-f/,,T'  =  o 

les  tani^entcs  en  ce  point  aux  courbes  C,,  C^,  i,,,,  A  et  i,,.  Si  l'on  prend 
pour  axes  de  coordonnées  cartésiennes  les  deux  droites  T  el  T',  il  viendra. 
en  égalant  à  zéro  les  termes  du  second  degré  dans  l'idenlilé  précédenli', 

A(T  +  aj')  (T  ^-  a,T)  +  B(T  -\-  a^T)  (T  4-  a,,T)  =  CTÏ', 

A,  B,  C  étant  des  constantes;  on  en  déduit 

A  H- B  =  o,    Af?,f/2 -t- B<75a,.>  =  o, 

d"où 

a.   a,        a..-, 
a,a.,^a^a,i      ou -^  — =i 

ce  qu'on  peut  énoncer  ainsi  : 

Le  /(ipporl  aiihannoni(]uc  du  faisceau  (ï,  Tg,  T',  T.o)  est  égal  ait  jUDtlnil 
(les  rapports  anharni<>ni<pies  des  faisceaux  (T,  Tg,  T',  T,  )  et  (T,  Tg,  T',  ']'._. ). 

De  même  : 

Le  rapport  anhannonique  du  faisceau  (T,  Tg,  T',  T,,)  est  égal  au  carre  du 
rapport  anliar/noniquc  du  faisceau  (T,  Tg,  T',  T,). 

ri.  Si  le  point  double  considéré  sur  S  est  un  [)oint  de  rebrousseuient, 

les  tbéorèmes  précédents  sont  illusoires. 

Soient 

T  =;  o,  la  laiigenle  tic  relM'ousst'nKMil, 

Tg  t=  o,  la  tangente  à  A     au  point  tic  relironsseiiienl, 

T,  =^Tg4-7,  T  =  o,  »  C,  » 

T.,  =:  Tg  +  /.,  T  =  o,  »  C,  » 


T,,  =  Tg+>.,,T    r=o 


V 


12  i  0  ~1~  l-li  ^     —  ">  "  -—n 


» 


T,i  =  Tg +>,,,T  =o,  »  i,,  » 

On  trouve  aisément,  en  opérant  comme  plus  liaul. 

>,,   =2/.,. 


(  49  ) 
Par  conséquent  : 

Fm  somme    des  nipporls   a/i/nirmon/f/Ufs  des   faisceatt.r     T,-,  T,,  T,   T,, 
el  (Tç,  T.,  T,  T,  J  est  égale  à  l'urulê. 

Le  rapport  anharmon'upiv  du  faiseeau  (Tj.  T,,  1",  T, ,  )  est  è'g(d  à  '.. 


H. 


(  5o  ) 


DEUXIÈME   PARTIE. 


I. 

Intersection  de  la  courbe  de  genre  un  et  d'une  courbe  algébrique. 

43.  Soit  une  courbe  algébrique  quelconque  de  degré  w,y( a",,  a:-o,j:.,)  =  o. 
Les  arguuieuts  de  ses  mn  points  d'intersection  avec  S  sont  donnés  par 
l'équation 

o  =:/(0  =/(  A,  P,  + . .  .  +  A„  P,„  B,  P,  +  .  .  . ,  C,  P,  +  . .  .), 

qui  a,  dans  un  parallélogramme  (w,  tum'),  mn  zéros  dont  la  soninie.  à  des 
multiples  près  des  périodes,  est  égale  a  -7-  (oj  -1-  noi  ). 
On  trouve  aisément,  en  se  reportant  aux  relations  (3), 


(29) 
Posons 


ù)  r=  m  w, , 


on  aura 

(39  bis) 


(  f{t  +  mnui\)z^f{l)e 


et  par  coiisé(|uent  (théorème  \) /[()  est  (onction  linéaire  et  liomogène  des 
mn  fonctions  II,,  . .  ..  II,,,,,, 


Hl  =03(^03,'^ 


'  itin  m 


L'équation   qui  donne    les   arguments  des   points   d'intersection   d'une 


ooiirhc  lie  degré  ni  avec  S  peut  donc  se  mettre  sous  la  l'orme 

(oo)  j\t)  —  (y,n,  +  «.,11,  +  . . .  +  rt„,„n„,„  =  o, 

(i ,  a,„„  étant  des  constantes. 

i3  his.   D'après  ce  ([ui  préci'de,  on  peut  dire  que  : 

La  somme  des  arguments  des  rnn  points  d'interseclion  de  S  et  d'une 

coUrbe  de  degré  n  est  égale  à  —  '<o  ^-  //o/),  h  des  multiples  pri's  de  o,  not' . 

Si  la  coui'Ite  de  degré  ni  est  la  courbe  adjointe  à  S  de  degié  n  —  'i,  on  voit 
([ue  : 

La  somme  des/*'//  —  3)  arguments  qui   correspondeni  aux  -,n{rt  —  'i) 

points  doubles  de  S  est'- ;  (o -^ /a./  ,  ii  des  mulliples  pii's  de  cj. // '«'. 

44.  Inversement  les  nin  points  de  S  dont  les  arguments  vérifient  une 
équation  de  la  I'oi-iih'  précédcTite  (  So')  ne  sont  pas  toujours  sur  une  courbe 
de  degré  ///.  (À'rtaines  conditions  doivent  être  satisfaites  par  les  coel'li- 
cienls  c/,,  a.^,  . . .,  pour  qu'il  en  soit  ainsi. 

Nous  distin.iiuerons  deux  cas,  /;?  <^  n  et  ni     n. 

Si  ni  est  inf'éi'ieur  ;i  n,  les  i'onctioiis  de  la  l'oi'ine 

(|^,  7^,  f/i  étant  des  entiers  non  négatifs  cb'  somme  m,  ne  sont  liées  par  au- 
cune relation  linéaire  et  bomogène  (sinon,  la  courbe  S  serait  décompo- 
sable);  et,  comme  ces  fonctions  vérifient  les  relations  (29)  et  (2()  bis  },  elles 
s'expriment  linéairement  ;i  l'aide  des  fondions  II|(/),  n^(/),  ...,  U,„J t). 
Leur  nombre  étant  do  ',   ///  -+-  j  )  'jn  -+-  i>),  on  pourra  exprimer 

i  (  /«  -h  I  )  (  7?i  -I-  a  ) 

di's  fonctions  H,  en  l'onclion  linéaire  ib's  nin  —  !- \  ni -i-  \)\ni  -+-2;  autres 
foui-tions  II  et  des  fonctions  .ï-'[' .r'I; .r'['  :  si  nous  portons  ces  valeurs  dans 
ré(|uation  (2()),  (;t  si  mnis  écrivons  ([ue  les  coefficients  des  fondions  |[  res- 
tantes y  sont  nuls,  nous  obteiums 

/n/i  —  l{/n  -+-  i)  (m  -h  2), 
ndations  linéaires  et  bonmu'èm'S  entre  a,,  a,,  .  .  .,  a 


m  ri 


(   52  ) 

Si  m  est  égal  ou  supérieur  à  //,  les  fouctions  ,r'['  xl'  xf{q,  -+-  (j-^^']^  =  m) 
sont  liées  par  des  relations  linéaires  et  homogènes  :  soit  o,„  =  o  une  de  ces 
relations,  on  aura  identiquement 

'},„_„  étant  un  polynôme  de  degré  m  —  n  en  ^'i,  x.-,,  x^. 

Il  y  aura  donc  entre  les  fonctions  x^^xl^xl^xin  nombre  de  relations  linéaires 
égal  au  nombre  des  coefficients  de  '^,n-„,  c'est-à-dire  ^(m— « +  i)(//;  — /?-(-2), 
et  le  nombre  de  ces  fonctions  linéairement  distinctes  sera 

i (  //(  -4- 1 )  ( /«  -r-  2 )  —  I ( /»  —  /(  +  I )  ( /»  —  11  +  7.) 
ou 

nin  —  i/i(«  —  3). 

On  en  conclut,  par  le  raisonnement  appliqué  plus  haut  que  les  coeffi- 
cients «|,  a.,,  ...  de  l'équation  (3o)  devront  satisfaire  à  Tji[n  —  3)  relations 
linéaires  et  homogènes,  pour  que  les  mn  points  de  S,  dont  les  arguments 
véi'ifient  celte  équation,  soient  situés  sur  une  courbe  de  degré  m. 

Remarque.  —  Pour  m  ^  «  —  i  et  m  ^=  /i  —  2,  le  noml)re 

m  n  —  '  I  »(  -I-  I  )  (  /«  -I-  2  ) 

est  égal  h  ^n{n  —  '^),  c'est-à-dire  au  nombi'e  des  relations  trouvées  pour 
m^  n. 

45.  Clebsch  a  mis  ces  relations  sous  une  forme  importante  au  point  de 

vue  des  applications  ('). 

Soit 

/(.r,,x.,,X3)  =  o 

l'équation  d'une  couriie  quelconque  de  degré  /«,  et  /(/)  la  fonction 

/[.r,(7),  ...]. 

Désignons  par  (f,,  e\),  [e.,,  e'.,),  .. .  les  arguments  qui  correspondent  aux 
points  doubles  E,,  E^,  ...  de  S. 

(')  Clebsch,  Journal  de  Crclle,  t.  6i,  p.  23o. 


On  a,  par  hypothèse, 


■f i(f'|)  _  ■>■., ( e\ )  _  J's(e\) 


et,  par  suite, 

/[,.-,((-',),  .  .  .]  :  .r'C{e\)^/[.r,(e,),  .  .  .]:  .r',"(  r,  i, 

c'est-à-dire 

/ie\):.,-'l'{e;)=fic,):.r'l'(e,). 

Si  donc  les  /un  points,  dont  les  arguments  véritient  l'équation  (3oj.  sont 
situés  sur  une  courbe  de  degré  m,  les  r/irt  coefficients  de  cette  équation  de- 
vront satisfaire  aux  relations 

(3i)  /(e\)  :  .r'I'  (c))  =  f{e,  )  :  <  (c.)     [/  =  i,  2,  .  .  . ,  a«  (  «  -  3  )], 

16.  Les  relations  (3i),  que  nous  appellerons  les  équations  de  Clehseh, 
sont  nécessairement  vérifiées  quand  les  /n/>  points  de  S,  dont  les  arguments 
satisfont  à  l'équation  ./(/)  =  o,  sont  situés  sur  une  courhe  de  degré  /;/;  je 
dis  maintenant  qu'elles  sont  suffisantes. 

Poui'  le  démontrer,  on  s'appuiera  sur  une  interprétation  géométrique  qu'on 
peut  donner  de  ces  écjuations. 

47.  Lemme.  —  Les  ntn  pm/ils  de  S.  dont  les  ai 'juments  }-crificnl  une  ètjiuilioti 
de  la  forme  (3o),  /(/)  =  o,  sont  situés  sur  une  courbe  adjointe  F,  de  deifré 
m  -\-  n  —  3. 

En  d'autres  termes  : 

,       ,        ,  ,  nui  ,\'i 

mn  points  de  S.  dont  les  ar^it/nents  ont  pour  somme  ^  (  w  -t-  /k.j  ).  a  des 

multiples  prés  de  w,  hm  ,  sont  situés  sur  une  courbe  adjointe  à  S,   de  degré 
m  -\-  n  —  i. 

Supposons  d'abord  qu'aucun  de  ces  mn  points  ne  coïncide  avec  un  des 
points  doubles  de  S. 

Une  courbe  adjointe,  de  degré  tn  -h /t  —  3,  cou[)e  S  aux  points  doubles 
et  en  mn  autres  points,  dont  les  arguments  ont  pour  somme,  à  des  multi- 
ples près  de  <o,  no)',  la  quantité  — (oj-f-  n^'),  ainsi  qu'on  le  voit  aisément 
{n"i^bis). 

Cette  quantité  est  précisément  la  somme  des  mn  zéros  de  la  fonction  /\t  , 
contenus  dans  un  parallélogramme  o,  ni<>'. 


(  5.^1  ) 

Un  des  points  (riiilcrsoction  de  S  et  (rime  courbe  adjointe  est  donc  dé- 
terminé par  les  autres;  ces  autres  sont  arbitraires,  car  on  sait  que,  parmi  les 
points  d'intersection  de  deux  courbes,  l'une  de  degré  /?,  l'autre  de  degré 
m  -\-  n  —  '^  passant  par  ^«(«  —  3)  points  doubles  de  la  première,  le  nombre 
de  ceux  (jui  sont  déterminés  par  les  autres  est,  au  plus, 

|(«-l)(«-3)-i/j(«-3), 

c'est-à-dire  i  ('  )• 

Il  en  résulte  que,  étant  donnés,  sur  S,  mn  points  quelconques,  différents 

des  points  doubles,  et  dont  les  arguments  ont  pour  somme  ^(w  -i-/;oj'), 

c'esl-à-diie  mn  points,  dont  les  arguments  vérifient  une  équation  fie  la 
forme  (3oi,  on  pourra  faire  passer,  par  ces  points,  une  courbe  de  degré 
m  -I- «  —  3  adjointe  à  S,  pourvu  que  le  nombre  des  conditions  auxquelles 
se  trouve  ainsi  assujettie  cette  courbe,  c'est-à-dire  le  nombre 

l  /i(n  —  3)  -{-  mn  —  i , 

soit  inférieur  ou  égal  an  nombre  des  conditions  cpii  délerniinent  une  courbe 

de  degré  //i  +  /;  —  3,  c'est-à-dire  à   ■ [m  -h  n)  :  or,  cette  inégalité 

étant  vérifiée,  quels  que  soient  les  entiers  positifs  w  et  n,  le  lemme  est  dé- 
montré. 

48.  Cela  posé,  soit  F  =  o  l'équation  d'une  courbe,  de  degré  //i  +  «  —  3, 
adjointe  à  S  et  passant  par  les  /nn  points  de  S,  dont  les  arguments  vérifient 
une  équation/(/!)  —  o  de  la  forme  (3o^.  Si  m  -+-  n  —  3  est  égal  ou  supérit'ur 
à  n,  c'est-à-dire  si  w:  3,  il  y  aui'a,  pour  une  même  équation  /{t)  =  o,  une 
infinité  de  courbes  F  ayant  pour  équation  générale 

(F)  F=.F„  +  Sll,„_3, 

F„  =  o  étant  l'équation  de  l'une  qiudconque  d'entre  elles,  et  R,„_.,  désignant 
un  polynôme  arbitraire,  de  degré  /?i  —  3. 

Les  courbes  F  ont  un  point  simple  en  cliacun  des  points  doubles  de  S, 
puisqu'elles  coupent  la  courbe  S  en  ses  ^«(«  —  3)  points  doubles  et  en 
m/1  autres  points,  distincts  des  précédents,  par  bypotbèse;  il  résulte  de 


(')  Clebscii,  Lcrii/i.r  sur  la  Gcoiiic'/ric,  Traduction  Beiloist,  t.  II.  [).   i3o  et  suivantes. 


(  55  ) 
l'équation  (F)  que  toutes  les  courbes  F  qui  correspondent  ;i  une  même  équa- 
tion f  ,t   =  o  se  touchent  en  un  quelconque  des  points  doubles  de  S. 
Soient 

A(j7,,  X.,,  x^)  =  o  l'équation  de  la  courbe,  de  degré  n  —  3,  adjoinle  ii  S; 
A(f)  la  fonction  A[.r,(/),  ...]; 
F(«)  la  fonction  f\x^{t),  ...]. 

En  décomposant  cette  dernière  fonction  en  un  produit  de  fonctions  0,  un 
obtiendra  évidemment  la  relation 

(32)  F(0  =  AA(0/(0- 

A  étant  une  constante. 

Supposons  vérifiée  une  des  équations  de  Clebscli 

(3i)  /(0:-'-;"(e')  =  /(<?):<'(e). 

Si  Ton  prend  pour  les  axes  r,  =  o  et  x^  =  o  les  deux  tangentes  à  S,  au 
point  double  >, e'\  r,  =  o  étant  la  tantrente  à  la  branche  c  et  x,.  -.=  o  la  tan- 
gente à  la  branche  e',  on  aura,  en  ordonnant  F  et  A  par  rapport  aux  puis- 
sances décroissantes  de  a-,, 

F(,r,,x„  .rj)  =  /,(a-,  +  ax^).r"^-"-'^{,!.r\  -^.  .  .  j.,-™^"-'-!-.  .  . . 
^{,x^,x,,x.,)—'^{x,-^bx-i)x'\-''  4- 

A  et  \}.  ne  sont  pas  nuls,  puis(jue  les  courbes  F  et  A  ont  un  point  simple  en 
tout  point  double  de  S. 

Or,  d'après  la  relation  (32),  f{c)  est  la  limite  vers  laquelle  tend  la  fonc- 
tion 

\_  F(e-^c-) 
A  A(c'  +  £) 

quand  s  tend  vers  zéro,  c'est-à-dire,  en  négligeant  les  ternies  du  second 
ordre  en  x-,  et  r.,,  la  limite  de  l'expression 

x_  /.[.r,(e-^£)+r7.r3(>  +  s)] 

Mais  x^\e^  -t- e)  est  infiniment  petit  par  rapport  ii  x^{e -^  i  .   puisque  la 
droite  x^  =  o  est  tangente  à  la  branche  e;  il  reste  ainsi 


(  56  ) 
De  niriiie 

A    fi 

<'t  la  relation  ['i\)  donnera 

a  =  6. 
Par  conséqnenl  : 

Si  l'équation  de  Clehsch,  relative  à  un  point  double,  est  vérifiée,  les  courbes  F 
rt  A  .se  louchent  en  ce  point. 

Telle  est  l'interprétation  géométrique  qu'on  peut  donner  des  équations  de 
r.Iêbsch. 

49.  Cela  posé,  supposons  toutes  les  équations  de  Clebsch  vérifiées  par 
une  fonction  f[t)  de  la  forme  (3o). 

Les  courbes  F  correspondant  à  cette  fonction  et  la  courbe  A  sont  tangentes 
en  T.n[n  —  3)  points,  qui  sont  les  points  doubles  de  S;  en  d'autres  termes, 
on  peut  dire  que  l'une  quelconque  des  courbes  F  passe  par  les  points  d'in- 
tersection des  courbes  S  et  A;  on  pent  donc  (Clebsch,  Leçons  sur  la  Géomé- 
trie, traduction  Benoist,  t.  II,  p.  /p  et  suivantes)  écrire  identiquement 

F  =  AA-hBS, 

A  étant  un  polynôme  de  degré  m  et  B  un  polynôme  de  degré  m  —  3,  en  a,, 
■x-., ,  œ^ . 

On  conclut  immédiatement  de  cette  identité  que  les  points  d'intersection 
de  la  courbe  F  et  de  la  courbe  S,  non  situés  sur  la  courbe  A,  c'est-à-dire  les 
mn  points,  dont  les  arguments  vérifient  l'équation  /{t)  =  o,  sont  situés  sur 
la  courbe,  de  degré  m,  A  =  o. 

Les  équations  de  Clebsch  sont  donc  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes, 
pour  que  les  mn  points  de  la  courbe  S,  dont  les  arguments  vérifient  l'équation 
/■(/)  =  o,  soient  sur  une  courbe  de  degré  m. 

50.  Remarque  L  —  Nous  avons  admis,  dans  ce  qui  précède,  qu'aucnne 
des  quantités/(f )  n'était  nulle.  Si  l'on  avait/(e)  =  o,  on  aurait  également, 
en  vertu  de  l'équation  (3i),  f[e')  =  o.  Supposons  donc  que  l'on  ait 
./(^)  =  o,  /(e')  =  o,  e  et  e'  étant  respectivement  des  zéros  multiples 
d'ordre  p  et  q{p,  7^1),  de  la  fonction  /{t). 

Considérons  nne  fonction  /i(/)  de  la  même  forme  qnc  f[l  .  ayani  poiii- 
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zéros  multiples,  d'ordres/?  et  q,  les  quantités  c  4- e,  e  +  s,  et  s'iiUMulanl 
pour  les  mêmes  valeurs  de  t  que  ./'(')'  't's  valeurs  c  et  c'  exceptées. 

Si  les  équations  de  Clebscli  sontvérifiées  parla  fonction /,(/),  les////;  points 
de  S,  dont  les  arguments  sont  les  zéros  de  cette  fonction,  sont  sur  une 
courbe  de  degré  m,  et  il  en  sera  de  mémo  à  la  limite,  quand  i  et  s  seront 
nuls. 

En  ce  cas,  l'équation 

f{e)\.r"'Ke)~f(e'):x'['yc) 

est  vérifiée  identiquement,  piiis(jiie /(c  1  et /^^r)  sont  nuls,  et  il  suffira  que 
les  \n{n  —  3)  —  r  autres  équations  de  Clebscli  soient  également  véritiées, 
pour  que  les  mn  points  de  S,  dont  les  arguments  annulent  /'(/),  soient  situés 
sur  une  couibe  de  degré  m,  passant  pai'  le  point  double  V,  c')  et  avant  en  ce 
point  avec  S  [p -\- cf)  intersections  confondues. 

En  général,  si  la  fonction  ,/(/)  admet  pour  zéros  les  k  (•ou[)les  de  valeurs 
("1 ,  r,,  (%,  f!,,  ...,C/,,('/,  (|ui  correspondent  à  /'  [toints  doubles  de  S,  le  nombre 
des  équations  auxquelles  doivent  satisfaire  les  coefficients  de  celte  fonc- 
tion, pour  que  les  //;//  zéros  de  /'(/)  soient  les  arguments  de  points  de  S.  si- 
tués sur  une  courbe  de  degré  m,  se  réduit  de  /•  unités. 

,")!.  Remarque  II.  —  Si  ///  est  inférieur  ou  égal  ii  n  —  '^,  nous  avons  vu 
que  le  nombre  des  relations  auxquelles  doivent  satisfaire  les  coeftieienis 
de  /f/i,  pour  que  les  inn  zéros  de  celte  fonction  soient  les  arguments  de 
points  de  S  situés  sur  une  courbe  de  degré  m,  est 

m  n  —  J  (  //(  -  !    I  )  (  /'(  -t-  :!  )  • 

En  ce  cas,  il  n'y  aura  que  nin  —  -,{m  -\-  \){r>i  -\-  ■i'\  relations  de  (llcbscb 
linéairement  distinctes. 

■ri.  Remarque  III.  —  Si  le  point  douldc  (f,  f)  est  un  point  de  rebrous- 
sement.  il  faut,  dans  l'équation 

/(^'i  •..r'l'(e)-f{e):x'['{e'), 

faire  e'=  e  +  t,  et  faire  tendre  e  vers  zéro.  On  trouve  ainsi 

•'■.(e)/'(e)  =  '"J?',(c')/(f). 

.i3.  Remarque  IV.    —   D'apri's  le  lemme  du   n"   17.  les  /////  points  de  S 
II.  8 
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dont  les  argiimenls  vérifient  une  équation  de  la  forme 

(3o)  «iii,  +  fl.n, +  . .  .-^«„,„n„,„  =  o 

sont.   (|uelles  que  soient  les  constantes  «,,  «^.   ...,  r/„,„,  sur  une  courbe 
adjointe  de  degré  m  -+■  n  —  3,  dont  l'équation  sera  évidemment  de  la  forme 

(33)  n  =  <7iR,4-o,R,  +  .  .  .  +  ff„,„R„,„  =  o. 

11  en  résulte  qu'à  toute  propriété  analytique  de  l'équation  (3o),  c'est- 
à-dire  à  toute  forme  de  cette  équation,  correspondra  une  forme  de  l'équa- 
tion (33),  et,  par  suite,  une  propriété  des  courbes  adjointes  R. 

C'est  dans  ce  sens  que  la  résolution  du  problème  suivant  donnei'a  lii-u 
à  une  série  d'applications  géométriques,  qui  vont  nous  occuper  mainte- 
nant. 

II. 

Problème. 

ôi.  (Considérons  l'équation 

(3o)  «,n,(M  ^  rt,n,(n  -)-. .  .-^  «,,n,,(o  =  o  =  /'(o. 

oii  l'on  a  posé 

p  =:  »)/), 

Uj^i{i)  =  oJt^J-^,  '„,  0,',  j, 

p'j)',  =:  II',)'. 

Soit 

p  =  A  -h  /■,  /,  +  r.  /,  -4-  .  .  .  -i-  i\j  /,, 

/■,  r,.  I ,  /y  étant  des  entiei's  positifs. 

Cherchons  quelle  doit  être  la  /orme  du  premier  membre  de  l'équalio/i,  pour 
que  : 

i"  A-  des  zéros  de  cette  équation  soient  des  quantités  données  l/,,  ....  />^; 

2"  Les  autres  zéros  se  partagent  en  q  groupes,  comprenant  respectivement  /, . 
l...  . . . ,  /y  zéros  distincts,  les  Ij  zéros  daf'""'  groupe  étant  multiples  d'ordre  r^  et 

ayant  une  somme  donnée  Sj. 

il  est  bien  entendu  qu'il  s'agit  des  zéros  compris  dans  un  même  pai'alie- 
logramme  (o,  «c/,  ou  ^o,po)\. 


(  %  ) 

.■).").   SoionI 
r,,  r^ 0/  les  /,  zéros  (roidfc  /■,  du  premuT  groupe; 

g,,  g^,  ....  g/^  les  /y  zéros  d'ordre  r,^  du  c/""'*'  groupe. 
On  ;iura  i  Uiéorèuie  11  ; 

A,  +  .  .  .  -;-  /*/  H-  /■,.?,  -h  /•j.ï;, -î-  ...-(-  /■,/.'!,/=z  —  (01  -)-  /)0)'|  )  -h  Aoi  -^  /;/(''j 

//  el  //   étaut  des  entiers. 
Si  l'on  pose,  poui' ahréger, 

r.ii  —  i'a-i-i)-j-.2'j.-ii  — 


"i 


&,(0  =  5,(/,M,/-r„,)^   4   y 


(— i)!^e 


a ,,         I» 


on  aura  évideninient,  A  étant  une  constante. 


'1'--'"-^ 


Posons 


.i(0  =  A9,(<-6,)...^A(/~^/.)^' 
Il  vient 

Oi'  la  fonction  f/f    satisfait  aux  relations 
et,  si  l'on  [»ose 

M 
I  /.  J U    /.    . 

2  / 

F,(/,)=/,(0, 


M  0),  .V, 


(  6o  ) 
les  relations  précédentes  deviennent 

Fy(<,-t-w):^F,(<,), 


La  fonction  Fy(^)  est  donc  fonction  linéaire  et  homogène  (théorème  I 
des  Ij  fonctions 

0,(t,  +  h^,,,,P^'^     (A  =  o,  >,...,/,-■), 

et,  par  snite,  /j{l)  est  fonction  linéaire  et  homogène  des  Ij  fonctions  <f^, 
fi"j,  ...,  t(dles  que 


(34) 


I     ■       \  ri  '•fJ  JJ  1  •'  /  'JJ  « 


9y''(o   =?; 


<  +  (/. 


--a- 


On  a  ainsi 


./}(o  =  -ii?;-(o  +  -^2?;(o- 


■1/,  ?;'''(<  )• 


Les  zéros  de  fj[t),  c'est-à-dire  les  Ij  zéros  d'ordre  /•,  du  y"""""  groupe,  ne 
sont  assujettis  par  hypothèse  qu'à  la  condition  d'avoir  Sj  pour  somme;  les 
constantes  -/i,,  r,.,,  ...  sont  donc  arhitraires. 

De  là  résulte  la  forme  cherchée  de  /(/)» 

(35)    /( 0  = 'HO  [«i?',-+-<^2?'',+-.-+=t/, 9'''']''' [P'?2 +•••]'■'•••  [^\  ?;,+•••+ %Vv'']'>' 
«.,,  ...,tf  étant  des  constantes  arhitraires. 

56.  La  relation  précédente  montre  que  /(/)  est  une  somme  de  termes  de 
la  forme 

•IV a, V v,,(o='Ho?f  ■•.?';■'"'...?;'..  .9;;''% 

u., [j.i^  étant  des  entiers  non  négatifs  de  somme  i\,  ...: 

V v^  étant  des  entiers  non  négatifs  de  somme  r^. 
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Les  fonctions  (i>it)  satisfont,  comme  on  le  voit  immédiatement,  aux  rela- 
tions 

(1)  <I>(<-^w)      =«6(0, 

(2)  <ï»(<  — /Ji)',)  =  <5(<)e    '''m      '"'•'to, 

et  sont,  par  suite,  des  fonctions  linéaires  de  n,,  ...,  n^. 
jNous  écrirons  généralement,  sous  forme  symbolique, 

(35  bis)  /(t)  =  (oc,.  X,.  .  .  .,  a/,)''.  .  .  .  {ot,o,, ô,^)'-,. 

57.   Remarque  I.  —  Si  une  des  quantités  /,  /, ,  par  exemple,  est  éi^ale  a  2, 
on  a  (34) 

On  trouve  aisément  les  relations 


?';(<- f)     =?',(0,  9i('--r)     =?".(0, 

(36) 


[?".('- /^v)  =  -^^    " '^"'^'^'  "'.('-/'t)  =  -^ 


e      ">    -, 


A  étant  une  constante. 

Les  fonctions  9'//)  etojf/;  ont  deux  zéros  dans  tout  parallélogramme  w. 
pu>^  (ou  (o,  /îw  :,  et  la  somiue  de  ces  zéros  est  :?,,  îi  des  multiples  |)rès  de  w. 
/j(o', .  On  a  ainsi 

2/t:/ 
?i(0=  5,(<— f,.  '->./? w',)  5,(i  — i,  -)-c,,  r,,.  /j'^ile"^^; 

on  en  déduit 

'  2/71 
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^   '  '  J  el,  de  même, 

l  (»;(5, -o  =  ?;(Oe'-' 

Ces  formules  nous  seront  utiles  plus  fard. 
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58.   Remarque  II.  —  Si  l'on  a  à  la  Cois 

'i  =  ''2  =  •  ■  ■  =  'y. 

/,    :^./o=...=  /,^2. 

^1    zn  .Çj    .   .   .  Sq'y 

(f  L'tant  inférieur  ;i  y,  la  fonction  f\j)  [équation  (35)]  prend  une  iornie  \\\\- 
siniple. 

En  ce  cas,  en  effet,  y',,/, y^' sont  fonctions  linéaires  et  liomogènes 

des  deux  fonctions  o',  et  o",  de  la  remarque  I. 

On  a  ainsi 

J\l)  =  'KO  [=^,  ?;  -  =<.?'l]''-  [5,  o\  -^  %o\Y.  . . .  [y.o;  +  ■l-ii'xY'^'  ■  ■  ■ 
ou ,  puisque  r,  =  /■„  = . . .  =  /y, 

/(0  =  ^i>(0[=<i3,  ...7,9f+---+^2.So  ...y.of]'''  .... 

I.a  fonction  entre  crochets  est  un  polynôme  homogène,  de  degré  </',  en 

o,  et  o",;  les  quantités  a,,  [3 ,  y,  étant  arhitraires,  il  est  clair,  d'après  la 

formation  même  de  ce  polynôme,  (|ue  tous  ses  coefficients  sont  également 
arbitraires  et,  en  posant 

,.■1' ,.■'/'-',,_„ 

on  auia 

(.38)  /(O  =:'M0[/'.9,  ^  /J09., +.  .  .H- A/^,9,v,]'-'  .  • . 

ou,  symboliquement, 

{i%bà)  /(l)  =z{p,.  j>.    ■  ■  ■■  j^,/+i)'  ■  ■  ■  (oi-  ■  ■  ■,ô/^r.i. 

/),.  /jj,  . . .  étant  arbitra' ''t's- 

III. 

Applications. 

.59.  Les  résulta'^  analytiques  obtenus  aux  paragraphes  précédents  pei'- 
mettent  de  traiter  '»  question  suivante. 

Soi/ 

/j  —  mil  =  2  A I  4-  X 2  +  /■,/,+...-!-  r,,  l,,. 


(  «3  ) 
T/oiHcr  /'cf/ua/io/i  ge/iera/c  (/es  courbes,  de  degrc  m,  f/i/i  /nissc/i/  /m/  l,  /mi/Us 
doubles  et  k.,  points  simples,  donnes  sur  une  courbe  S,  de  degré  n  et  de  genre  un. 
et  qui  ont  uk-cc  cette  courbe  en  l j  points,   dont  les  arguments  ont  une  somme 
donnée  Sj,  un  co/ituet  d'ordre  /•,  —  i  (y  =  i,  2.  ....  (j). 

SoiL'iit  /(.<•,.  .i\,  ,r.j  I  =  o  l'(''(jiiati(in  générale  chorcliéc.  et  /'  /)  la  rinididii 
/'[r,:'/),  ...  |.  Cette  fonction  est  fonction  linéaire  et  homogène  de  \\,t\ 
IIo(/),  ....  \l,,{t)    >i"  43),  et  pent  se  mettre  sons  la  forme  [équation  [V)   \ 

fit)  =  'i ( 0  [^, ?; -H ■  •  ■  +  s:/, ofY' . . .  [o, ?;  -^ . . . + %o;^'']'v 

on,  en  développant, 

(39)  /(O  =  i\jx,.a, V v,^::^^'  ^'i'  •  •  •  o;  .  .  .  o;^'<I>;.„a,. 


v,...,v,,(0. 


-\y  .  ...  étant  nne  constante  ; 

■j..,  a.,,  ...  des  entiers  non  négatifs  do  somme  /■ : 

V V,  des  entiers  non  négatifs  de  somme/;,; 

7.,,  y...,  ....  <^,,  ...  des  constantes. 

Mais  ces  dernières  constantes  ne  sont  pas  arbitraires,  comme  l'étaient  les 
constantes  analogues  de  l'équation  générale  (35);  en  effet,  les  nui  points 
de  S,  dont  les  arguments  annulent  /'(/),  sont  situés,  par  liypothèse,  sur 
une  courhe,  de  degré  m,  passant  par/',  points  doubles  de  S,  et  rmi  aura. 
par  suite,  entre  a (5,,  ...  des  redations  de  la  fcuiue 

(4o)    •l{e,)[y.,  9,  (  c-,  )-!-..  .]'■.  ...  :  .r',"(c',  )  =  •]^(c'i)[y.,  z/.ie,)  ^  .  ..]...  :  .<•;"((-;  ). 
Ces  relations  seront  au  nombre  de 

\n(  Il  —  3 )  —  /, ,     si   m  -  n  —  ■?.. 
cl  de 

nin  —  |(;h    i-  i  )  («;  -t-  t  )  —  /. ,     si   m  <_  ii  —  >. 

Si  les  (|uanlités  a,,  -/,,,  .  .  .,  -^i,  .  .  .  vérilîent  les  équations  (4').  't'  second 
membre  de  l'équation  (39)  est  une  fonction  linéaire  et  lioniogi-ne  des  (pian- 
tités  a-"''[l).r"^\l),v"^'{t),  [m,  -f-  m,  -h  m.,  =  m],  et  l'on  a 

(4i)  /U)  =  l.r';-(l).r-^^(l).r'^Ht)  i:W„^,„  ,,,„,    ,v,,=('^^ï=  •  ■  •  0]'  .  .  .  ^''/j. 

7-1 Î5,,  ...  étant  des  constantes  arbitrain^s,  liées  par  les  ndations  {f\o). 

On  tire  de  là   l'éejuation  générale  clici'cliée,   en  remplacani,   dans  /'i/\ 


(  G4  ) 
.r,(/),  x^if),  3C3{t)  par  x,,.r2,  ar^,  et  égalant  à  zéro  la  fonction  ainsi  ob- 
Icnnc. 

/tcnian/i/c.  —  Si  m  est  supérieur  ou  égal  à  n,  on  devra  ajouter  à  la  fonc- 
tion /[a\,  œ.,,  x.j),  ainsi  formée,  le  produit  SR,„_„,  où  R,„  „  désigne  un 
polynôme  quelconque,  de  degré  m  —  n  en  jc-,,x.,,X3. 

60.  Dans  le  cas  particulier  où  la  courbe,  de  degré  ru,  passe  par  tous  les 
points  doubles  de  S,  les  relations  (4'>)  sont  des  identités  (n"  50),  et  les  con- 
stantes a,,  a„,   ....  S sont  arbitraires.   Par  conséquent,    récjuation 

générale  cbercbée  sera  donnée  par  (Sq)  : 

F^_  ...  est  un  polynôme  en  x^,  x.;^,  x.^,  de  degré  m,  et  la  courbe  F^.  ...^o 
coupe  S  en  des  points  dont  les  arguments  vérifient  l'équation 


o=<i>^„!,,,  ,(<^='Mo?'r?'i 


^--    .o;'...,vv 


Elle  passe  par  les  Zo  points  simples  donnés  sur  S  et  par  les  points 
doubles  de  cette  courbe,  puisque  les  arguments  de  ces  points  annulent 

■HO- 

61.  Nous  allons  maintenant  appliquer  à  des  exemples  simples  les  prin- 
cipes généraux  des  deux  derniers  paragraphes. 

l'r,oi!LÉMK.  —  Soit 

inn^rz'ikx-V-  ki-\-  ri     et     min  —  2. 

Trouver  l' équation  générale  des  courbes  de  degré  tn.  qui  passent  par  li\  poin/s 
doubles  etjî.^  points  simples  donnés  sur  S,  et  qui  ont  avec  S  en  l points  un  con- 
ta cl  d'ordre  r  —  i  (  '  ). 

Soient*,  la  somme  des  arguments  correspondant  aux  points  fixes  donnés 
sur  S;  s  celle  des  arguments  des  /points  de  contact.  On  a 

mil  ,  ,  ,  , ,    , 

5,  -I-  rs  ^  (f,)  +  n  ',\  )  -t-  Il  'j>  -h  /iti  r.i  . 


(")  Clebsch  a  Irailô  [Journal  de  Crellc,  t.  6i,  p.  244  et  suivantes)  un  problème  analogue,  mais 
il  n'a  fait  que  donner  le  nombre  des  courbes  ou  systèmes  de  courbes  répondant  à  la  question 
sans  s'occuper  des  équations  générales  de  ces  courbes. 


(  G5  ) 

On  tire  de  là  pour  s,  en  donnant  aux  entiers  /i  et  //'  les  valeurs  o,  r,  . . . , 

/■—  I,  /•-  systèmes  de  valeurs,  aux  multiples  près  de  cj,  m.;'.  11  v  a  doue 

n  systèmes  de  courbes  répondant  à  la  question  :  pour  les  co'.irhes  d'un 

même  système,  la  somme  des  arguments  des  /  points  de  contaii  esl  la  nicme. 

Soit 

/(.ri,.r,,  .r^)  =o 

l'iMpiation  des  courbes  d'un  système.  On  aura,  é([nation  (3j), 

/(O  =  'MO  [^.  9',  +  ^2  V,  -^.  •  .  +  ^/'-'.'J'- 
ai, . . . ,  y./  sont  des  constantes  liées  [)ar  les  1^  —  /,-,  relations 

/(e.)  :  j:';'(e,)^/{e',)  :  .r-;'{e])     ( /=  r ,  2,  .  .  . ,  o  -  /.-,  ). 

e,,('\:  Co,  e'.,;  ....  f'5_/,,,  e^.i,  étant  les  couples  d'arguments  correspondant 
aux  f)  —  /c,-  points  doubles  de  S  par  lesquels  ne  passent  pas  les  courbes  de 
degré  tu  considérées. 
Posons 

il  vient 

(44  )  [^.  ?\{ei)  + . . .  H-  3t,o;  (e,)]'  =  [^,  9;(e;)  -^ . .  .y\% 

Les  J^  —  X-,  relations  (44)  peuvent  s'écrire 

2/.,- 
«,  o',(t>,)  H-.  .  .-(-  x,ol\et)  =  A,e      ''  [ai9',(e',  )  -h  .  .  .  +  a/ o',' (c,  )J, 

3<2V,(e,)  -^.  .  .-^ =  Aoc      '•  [a,  9,(e,)  -f-.  .  .-h ]. 

//, ,  //,,  .  . .  pouvant  |)rendre  les  valeui's  o,  1  ,...,/•  —  1 . 

Kn  combinant  ces  valeurs,  on  aura,  puisqu'il  y  a  ^  —  Â\  ndalions.  /■'-  '•> 

groupes  d'équations  linéaires  et  bomogènes  en  ■/ y./,  et  les  sidiilions 

du  problème  s'obtiendront  en  égalant  à  zéro  les  '^  — /■,  premiers  incinbri's 
des  '^  —  /i\  équations  de  l'un  qnelconcjue  de  ces  groupes. 

(Considérons  les  écjuations  d'un  groupe  :  on  en  tirera  la  valeur  île  <^  —  /i, 

des  constantes  a, -//  l'U  l'onction  linéaire  et  bomogène  des/—  tS  —  / , 

aniies,  et  l'on  aura  ainsi 

7.,.  -/j.  ....  '/,  >^f_^  étant  des  constantes  quelcon(|ues. 

H.  '  0 


Kn  roiiséqiieiico,  l'équation  générale  clicirhée  scmm  de  la  forme 

O  ==./(■*'!>  -^'2»  -'"il  )  ^^  ^'i  -^r,  0,0,  ...,0+  ''S^'i       ^iV-    1,  i,o....,o-i-  ■  •  •  +  ^J_5+/,,  Ao,o,  ...,o.  n 

•Vnii.....  •••  étant  des  polynômes  de  dei;i'é  m  en  a,,  ,r^,  .r.,  (|ui,  égalés  à 
zéro,  représentent  des  courbes  de  degré  m  passant  par  les  X-,  points  doubles 
cl  les  1,-^  points  simples  donnés  sni'  S;  on  a 

A,-,„,",.^.        [.i\{t  )...]=- 'h  {l)o'[{l), 

A,.-,,,.o.o,...[^'",(o...]--^'Mo?r'(0?2(n, 


•  2. 


On  peut  donc  énoncer  les  résultats  suivants  : 

Soit  pose 

uni  ^  2  /,  I  +  /,2  +  /■/,      m  1  II 

Les  courbes  de  degré  m  (jui  passent  par  l,\  points  doubles  et  h\  points  simples 
donnes  sur  S,  et  <pu  ont  avec  cette  courbe  en  l  points  un  contact  d  ordre  r  —  i , 
se  divisent  en  /■-  systèmes  :  pour  les  courbes  d'un  même  système  la  sonune  des 
arguments  des  l points  de  contact  est  la  même. 

Cluvpie  système  se  divise  en  r'''~''t  groupes,  et  l'équation  générale  des  eoiirhes 
d'un  in-'nw  groupe  est  de  la  forme 


(46)  0  =  a'i'A,.,„,o a+  i'y.\    '  a.A,.  _,,|,o,  ..-h.  .  .-4-  JtJ'  5^;,^  A„,  „,...,,., 

a,,  y..,,  ...,  y.,_,;^/,.  étant  des  co/istantes  arbitraires. 

62.  Remarque  I.  —  Si  ru  est  supérieur  ou  égal  à  n,  on  ajoutera  au  second 
meml)re  de  la  relation  '4<J)  le  produit  SH„,  „,  où  R,„_„  est  un  polynôme  (|ii(d- 
conquc  de  degré  m  —  n  en  x,,  a\,  .r, . 

Ilc//i  i/yi/.e  II.  —  Si  m  est  inférieur  à  n  —  2,  les  équations  (44)  seront  au 
nombre  de  mn  —  [  [m  +  i)('"  ^  2)  —  /■,  ;  il  y  aura  ainsi  dans  cbaque  sys- 
tème ,-""'-î""  +  '-""  +  2i-'.  groupes  de  courbes. 

En  particulier,  pour  /n  =  «  —  3,  ce  nombre  devient 


63.  Pour  établir  les  résultats  précédents,  nous  avons  admis  que  les  rela- 
tions (45),  appartenant  à  un  même  groupe,  étaient  linéairement  indépen- 
dantes, et  c'est  évidemment  le  cas  général.  S'il  en  était  autrement,  l'équa- 
lion  des  courbes  du  groupe  correspondant,  tout  en  restant  de  la  forme  (46), 
renferme  plus  de  /—  f5  -H  X-,  constantes  arbitraires. 


(   G;    ) 
.XoLis  allons  donner  un  exemple  de  ce  cas  particulier. 
Soient 

p  étant  un  entier  positif. 

On  aura 

mil  ;=  //■.     (l'm'i     /  ^  /;  0. 

//  s'agit  (le  tromer  l'c(juation  gcncralc  des  roiirhes  de  degré  /a  (ou  /•: ',  (/ni 
nul  en-ec  S  en  n^ points  un  conlaet  d'ordre  z  —  i . 

Il  y  a  toujours/-  .systèmes  de  courhes  répondant  à  la  question  :  considé- 
rons celui  de  ces  systèmes  pour  lequel  la  somme  des  arguments  des  n^  points 

(le  contact  est  égale  a '■ —  f cj  -h  /ao   .  c  est-a-dire  — ^  (w  -+-  m.»  k 

Les  écjiiations  (  |5)  s'écriront 

'  [xt  Vi(''-^)  ^^-•9",('^i>  +•  •  ■]  -'■^Oii  =--''"  '  '  [x,  ?',(c;)  +  . . .]  :.'■•;(<?;), 


Ces  équations  sont  au  nom!)re  de  i^,  c'est-à-dire  !^n{n  —  i). 
Considérons  le  groupe  d'équations  (l  >  Im's)  pour  le{|nel  (in  a 

A,  =  //.,  =r  .  .  .  =:  o. 


Il  est  clair  ;  n"  'i6)  ([ue  les  :,//("  —  '^)  é(|uations  ainsi  considérées  ex[)rinicn( 
(|ne  les  ;«  zéros  de  la  fonction 

^,v',(o--... 

sont  les  arguments  de  pn  points  de  S,  situés  sur  um'  courhe  de  degré  s. 

Kn  d'autres  termes,  les  courbes  de  degré  rp  appartenant  au  groupe  consi- 
déi'e  sont  des  courhes  (|iudcon([nes  de  degi'é  p,  comptées  /■  fois;  ce  (|iii  donne 
liien  une  solution  de  la  question. 

>iais,  si  :  est  inférieur  à  n  —  :>.,  il  suftit  que  /i  z  —  r,[p  -h  i)(p  -h  2i  des 
é([uations  iji')  f>is\  où  l'on  a  fait  //,  =  //^  =  .  .  .  =  o,  soient  vérifiées  par  les 
constantes  a,,  ...  p(Uir  que  les  autres  le  soient  également;  et  par  suite,  ,"( 
loiit  groupe  d'é(|nations  (4')  /'is':,  pour  le(|uel  //:  —  i  (  p  +  i)  (p  +  y.)  des 
entiei's  /i  seront  nuls,  coi'ri^spondionl  des  coui'lies  de  degré  p,  comptées 
/■  fois. 

Pour  éliminer  ces  solutions,  on  ne  devra  considérer-  (ine  les  groupes 
d'éciuations    '\j  his)  où  iip  —  ^  (p  +  '  )  (?  -H  2)  des  entiers  A,,  //_.,  .  . .  ne  soni 


(G8  ) 
is  nuls  à  la  fois;  el  l'on  voit  aisément  que  ces  groupes  sont  au  nombre  de 


N  =  /-'^- 


,-t-o^(,._0+^^ii^(,--,)^  +  ...+  ^ii=l%l(^(._,)5->.j, 


>, 

("tant  posé,  pour  abréger, 

>.  =  /i  p  —  I  (  p  +  I  )  (  p  +  2  ). 

Ainsi,  p  étant  inférieur  à  n  —  2,  le  système  de  courbes  de  degré  /-p, 
j)Our  leijuel  la  somme  des  arguments  des  «p  points  de  contact  est  égale 

à  —  (lo  -+-  /no'),  se  décompose  enNgroupes;  l'équation  généraledes  courbes 

d'un  groupe  est  de  la  forme  (46). 

En  outre,  le  système  comprend  toutes  les  courbes  de  degré  p,  comptées 
/•  fois. 

Si  p  est  égal  ou  supérieur  à  n  —  2,  le  nom])re  des  groupes  du  système 
considéré  sera  évidemment  r"-"  —  i. 

64.  Exemple.  —  Soient  «  =  4.  ''=  2,  p  =  i . 

Lf'f!  coniques  tangentes  en  quatre  piints  à  une  coufhe  du  quatrième  degré  à 
den.r  points  doubles  forment  quatre  systèmes;  pour  les  courbes  d'un  système, 
la  somme  des  arguments  des  quatre  points  de  contact  est  la  même  et  a  l'une 
des  valeurs 

01  ,      r,) 

O,  -  ,    2  0)  ,     -  +  2(x)'. 

2  2 

Les  courbes  de  chacun  des  trois  derniers  systèmes  forment  quatre  groupes,  et 
l  èepiation  générale  des  courbes  d'un  groupe  est  de  la  forme 

y.\  A  -t-  2  3:,  3(2 15  +  y.\  C  =■-  d, 

a,  et  a_,  étant  des  constantes  ai'bitraires. 

Les  coiuques  du  prenùer  système  comprennent  toutes  les  droites  du  plun. 
comptées  deux  fois,  et  un  groupe  de  coniques  dont  l'cu/uation  générale  est  de 
la  ftrnie  précédente. 

6.").  Revenons  maintenant  au  cas  général  et  considérons  l'équation  géné- 
lale  des  courbes  de  l'un  des  groupes  définis  au  n"  61 

e>  ^j  l'^i  ,-^2,  -^3  )  ^^  ^i  -*r, 0, 0,  ■..,  0  ~t~  r  y.^      ^tj  A, — i,  1,0,  ...~^  ■  •  •  ~^  ^/— o-fA-,  A^.n ,0,  /•• 


On  a  li'ôiivi' 

Quelles  que  soient  les  constantes z,.  a,,  ....  les  relations (45)  sont  véi'ifit'cs: 
on  a  ainsi 


(4:) 


:e.}  = 


e',)      {'' 


-^■). 


Les  entiers  h,,  h., h^^,^^  ont  les  mêmes  valeurs  pour  l(>s  cnurhes  (Tnii 

même  groupe. 

Considérons  r  courbes  du  groupe  (/?i.  A,,  ...),  et  soient 


/i'-(0  =  'MOo''--'(0, 


les  tbnctionsy,  /^  correspondant  à  chacune  de  ces  courhes. 
Si  l'on  pose 

F(O  =  i(0?(0?<"(0?'"(0---  9""'(0- 

on  aura,  en  tenant  compte  de  \'\~) 

F(e,):<(e,)=F(e;):u-;"(e;), 

et.  par  suite,    les   mu  points   de  S  dont  les  aiguments  véritieiil    re(|iia- 
tion  F(/i  =  o,  et  ont  évidemment  pour  somme  —  (co  +  luo')  (u"  Gl  ;,  soni 
situés  sur  une  courbe  de  degré  m  [ïf  47). 
Ainsi  : 

Lp%  ri  points  de  contact  avec  S  de  r  courbes  de  degré  ni  du  ni 'me  liroupe, 
les  k.,  points  simples  et  les  /,-i  points  doubles  donnés  sur  S.  sont  sur  une  courbe 
de  degré  m[*). 

66.  L'équation  de  cette  dernière  courbe  est  facile  ;i  t'oiiner.  Soient,  en 


1  '  t  Clebscii,  Journal  de  Crelle,  l.  Cf.  p.  24  J- 


(  7o) 

.■(]rl. 

yM)  ( / )  =  .1,  ( /)  [  3t,  9,  ( 0  +  «2 ?5 ( 0  "^  ■  ■  •  +  5!/-ô+/.,  9/-S+*, ( 0 1"". 

) 

/(-)(/)  =  .i(0[?..9.(0]  ^ ]'■• 

on  a 

F(0  =  'i(0(^.?i-^- -OCîiO.-^-- ■)•• -(À,?. -•••)• 

Kn  (li'vcloppant  le  second  rnenil)re  cl  en  y  reniplaeaiil 

J-CO?!       (0  Pa""    A,..o,(,...n, 

■i(0  9r'(0r^'(0  par  A,._, ,,.„,„...„, 


on  obtiendra  le  premier  membre  de  l'équation  cherchée,  qui  sera   de  la 
forme 

o  =  3!,  3,  ...  Ài  \,.,i),...o  -^  {^■■2?'i-  ■  -'t  -1-  a,  3,. ..).,+...  -i-  3!i3,.  ..).,)  A,_|,,,o...o  -^ ■  ■  ■ 

(57.  Cleltsch  a  donné  le  nombre  des  courbes  de  degré  /i  —  '3  qui  passent 
par  /',  [Kiinls  doubles  donnés  de  S  et  qui  touchent  cette  courbe  en  tons 
leurs  autres  points  de  rencontre  avec  elle  (  '). 

11  résulte  du  tliéorème  général  du  n"  61  et  de  la  remarque  II,  n"  (ri, 
<|ue  : 

7/  )-  a  2-,  ccsl-à-dire  quatre  syslcmes  de  telles  courbes;  la  somme  des  argu- 
ments des  points  de  contact  est  la  même  pour  les  courbes  d'un  système. 

Chaque  SYSlcnw  comprend  a'""*"'  courbes;  ou  a  ainsi  en  tout  2''  '''^'  courbes 
répondant  à  la  question. 

On  voit,  comme  au  n"  (i3,  que  ces  résultats  se  mnditient  si  /•,  e<l  nui   cl 
si  /i  —  'î  est  paii-. 
Soient 

/,,  ^  O,     Il  —  3  =^  2p. 

Le  système  de  courbes  de  degré  2:  pour  lesquelles  la  somme  des  argu- 
ments des  points  de  contact  est  égale  à  —  (w  -1-  /a./)    ne    comprendra    (|ue 


(  '  I  Clebscii.  Joiininl  de  Crellc,  I.  fii,  |i.  'i\i\. 


\i  courbes  proprement  dites,  étant  posé 


\,  =2^^-'  — 


.-^(0 


et 


(O-IMO^—  2) 


'i=^--A'i'--  <)■ 


(rj  —  l)(o   —   2).  ■  .(A   —  1 
1.2...   0  —  1  —  /. 


De  plus,  le  système  comprendra  toutes  les  courbes  de  degré  :.  cumptérN 
lieux  fois. 

Exemple.  —  Les  co/iu/ius  htniiciilcs  en  ei/u/  pm/i/s  a  une  eoiirhe  du  tiiKjutenK 
degré,  à  ci/n/  fxii/i/s  doubles,  ftninenf  (juatre  systèmes  :  trois  d'entre  eur  com- 
prennent cJteicun  seize  eonujues;  le  dernier  système,  pour  leeiuel  ht  sonune  des 
arguments  des  cinq  points  de  conteicl  est  t!(w  +  "xo  ;,  ne  comprend  (pie  cuuj 
coniques  proprement  dites.  Il  comprend,  en  outre,  toutes  les  droites  du  plan, 
comptées  deux  fois. 

Nous  retrouverons,  dans  la  IIl''  Partie,  les  cinc]  coniques  dont  nu  xicnt 
de  démontrer  l'exisleuce. 

6!S.  Si  la  courbe  S  a  des  points  de  rebroussenient,  les  l'ésullals  précé- 
dents se  modifient  légèrement  [Clebsch  (')]. 

Supposons  que  les  courbes  de  degré  m  que  l'on  considère  passent  par 
/•i  points  doubles  de  S  et  que,  parmi  les  î5  — /•,  auti'es  points  doubles,  il 
y  ait  U  points  de  rebroussenient,  auxquels  correspondent  les  arguments 


La  relation 


e,,  e,,   .  . .,  (-,;. 

/(e,):.r;"(e,t=/(c,):  x',"(c-;) 
doit  être  remplacée  :  n"  52)  par  la  suivante 

/'(«-,)  J-,(e,)  —  mf{e^)x\(c,), 
f  et  .2-',  désignant  les  dérivées  de/(^!  et  -l'^ii)  [>ar  lapport  ;i  /.  Or  lUi 

et.  |)ar  suite. 


•:ri(ei) 


(')  Journal  de  Crcllc,  t.  6i.  Ji.  ajâ. 


(  72  ) 
.7(e,)  110  peut  être  nul  que  si  la  courlje  f{.r,,x.,,x.i)  =  o  passe  par  le  point 
(le  rehroussenient  e^,  ce  qu'on  ne  suppose  pas;  en  égalant  à  zéro  la  quantité 
entre  crochets,  on  a  une  relation  linéaire  et  homogène  enai.a^,  ...,%,. 

De  même  pour  les  relations  qui  correspondent  aux  R  —  i  autres  l'ebrous- 
sernents. 

On  en  conclut  que  le  nombre  des  groupes  que  comprend  un  systi'ine  de 
courbes  de  dei'ié  jn  est 


et 

1 


m/i  —  -  ( m  -t-  1  )  I /«  H-  2 )  —  A,  —  K 

/■  2  ,      SI    /■  <  n 


()9.  Pour  montrer  le  parti  qu'on  peut  tirer  de  la  théorie  précédente,  au 
point  de  vue  des  applications  géométriques,  nous  allons  traiter  nn  cas  parti- 
culier. 

litiiflicr  /es  courbes  de  degré  [n  —  i  ),  qui  passent  par  tous  les  points  doubles 
d'une  courbe  S,  de  degré  n,  de  genre  un,  et  qui  ont  avec  cette  courbe,  en  deux 
points,  un  contact  d'ordre  /i  —  i . 

On  a 

/,',  =  ô.     A',  =;  o,     r  ^^  II,     /  •=  2. 

Nous  appellerons  les  courbes  précédentes  courbe  A. 

I.  Il  y  a  71-  systèmes  de  courbes  A;  la  fonction  /(/),  qui  corresjiond  aux 
courbes  d'un  même  système,  est  de  la  forme 

f{t)  =  [y.,o,(t)  +  c^.,o,{t)]", 

7.,  et  y..,  étant  des  constantes  arbitraires,  et  l'équation  générale  des  courbes 
du  système  sera 

A(.r,,  x,_,  X;)  —  2t',' A,,  +  ny.'l'^  3;,A„^,  +.  .  .H-  y.'lK,,. 
La  courbe  de  dearé  n  —  i 

o 

passe  par  les  points  doubles  de  la  courbe  S,  (|u'ell('  coupe  en  in  autres 
points,  (huit  les  arguments  vérifient  l'équation 

Par  suite,  la  courbe  A„_/,  =  o  est  la  courl)e  de  degré  n  —i,  qui  passe  |)ar  les 
points  doubles  de  S  et  qui  a,  avec  cette  courbe,  un  contact  d'ordre  n  —k  —  i 


(  73  ) 
;ui\  ili'iix  points  (le  contact  de  S  et  de  A„  =  o,  et  nn  ronlart  d'onlie  /  —  i 
;iM\  lieux  points  <ie  contact  de  S  et  de  A„  =  o. 

711.    II.   Soient  //  conriies  A,  d'nn  inènic  systi'nn'  (|ih'li-on(|ne, 

..=  \=^"A„^-«j;"-'A„_,-H...+  A,„      (^=^)' 
<.=  n  =  ^''A„  ^«5"-' A„. _,+.... 

o=  L  =  >,"A„-+-//>."-'A„   ,+.... 

Les  111  points  de  contact  de  ces  courbes  avec  S  sont  sur  nui'  cmirlie  de 
(lei^i'é  II  —  \ ,  passant  par  les  points  donhles  de  S.  et  dont  réi|nation  e>l 
(nMi(i) 

1)  =  3c,3  . . .  À  \„  -^  (  zy  .  . .  -^  ,3  .  . .  À  -i-  z  ...  /.  -^  .  . .  )  \„_i  +  . .  .  -v-  A^,. 

\a-  eoellicii'ut  de  A;,  est  la  somme  des  produits  /■  ;i  /'  des  n  (jnanlilcs  y., 
3 "/.. 

71.    III.    '  Oarl/cs  A  passant  par  un  pot  ni  du  plan . 

Soit  f,r'|,  .r',,  .r  !,  '  un  point  du  plan  ;  on  [lent  mener  |)ar  ce  point  //  ronilirs  .\ 
d'nn  même  systènu':  les  valeurs  de  y.,  correspondant  ii  ces  //  couriies,  sont 
données  par  réqnalion 

o  =  a"A„(j-',,x;,.i-;) -H/cz"    'A„^,(.r',,  .  .  .) -f- .  .  . -t-  \„(./', .  ...). 

.Soient  z,  'i,  ....  A  les  //  racines  de  cette  e([uation. 
La  somme  de  leurs  produits  /■  ji  /,■  étant 


(-0 


1^  /<(/<  —  I  )...(//  —  /.+  I  )  A  „^/,(.r'|..r',.  ./■:,) 


I.  '..../, 


\.„(.r\,.r,,.r' 


la  eouilie  lie  dei;re  n  —  \,  (jui  |)asse  par  les  points  douilles  de  S  et  les 
2//  points  (le  contact  avec  S  des  n  conriies  A  meni'es  par  le  point  f  r',  ,-i'.,.  .r!,  ), 
aura  poui'  i''(|uation 


\;,  \„  -  n  \\  A,,^,  -f-  >«(/,-,) a;  a„__o  +  ...+•(-!)"  a;, \,  =  o, 


(•tant  pos('' 


A'/.  =  A/.(x',,.r;,.r',). 


Le  (iremier   nu'inljre   de   TcMpiation   de  cette   couilie   ne  chani^e   pas,    ou 
IL  m 


(  74  ) 

cliaiii;(^  (le  sii^iic,  selon  (|ii(^  //  csl  |>:iii'  ou  impair,  qiiiniil  on  permute  .i,,  -t.,, 
■r,  el  .*•; ,  .r'^,  .r',. 

(lela  posé,  appelons  oourl)C  polaire  d'un  point  la  courbe  de  dcL^ré  //  —  i 
(|ui  liasse  par  les  [)oints  doubles  de  S  et  les  2«  points  de  contact  avec  S  des 
/i  courbes  A  d'un  UH'me  svsli'Uie,  menées  par  ce  |)oint.  (le  point  sera  dit 
pôle  de  sa  courbe  polaire. 

On  a  ce  ibéori'nie  : 

Si  ht  conihc  polaiir  (l'un  point  P  passe  par  un  poiitl  V ,  la  vauvhe  pulaur 
lie  V  passe  par  V  ; 

el,  par  suite. 

Les  couihes polaires  de  Ions  les  points  d'une  courbe  polaire  passent  par  le  pôle 
de  cette  courbe. 

Les  pôles  de  toutes  les  courbes  pobtires  passant  par  un  point  sont  sur  la  courbe 
polatie  de  ce  point. 

Si  //  est  impair,  ré([ualion  de  la  courbe  polaire  du  point  .v\,x.,,.v^  [leiil 
s'écrire 

0  =  (a;,  A„  —  a;,a„)  +  «(a;  A„,|  —  a;,_,  a,)  +  ..., 

et,  par  suite, 

5/  Il  est  unpau\  toute  courbe  polaire  pusse  par  son  pâle. 

72.  Ces  résidtats  s'appliquent  aux  coni(|ues  osculatrices  en  deux  points 
à  une  cubi(|ue  plane.  L'équation  générale  des  coniques  d'un  système  est  de 

la  l'oinie 

aW;,  H-  ix- \,  +  33!A,  +  A„  =  o, 

a  étant  un  j>araiii('tre  variable. 

On  démontre  aisément  les  propriétés  suivantes  : 

I.  Il  y  a  neuf  systèmes  de  eoni<pies  bioscalalnces  à  une  ciibiipir  S  ;  la  droite 
qui  joint  les  deu.r  points  de  contact  avec  S  des  coniques  d'un  inènu-  système 
jHisse  par  un  des  neuf  points  d'injle.rion .  Soit  I  ce  point. 

il.  Par  un  point  quelconque  A  du  plan,  passent  trois  co/iiques  biosculatrices 
du  mè/ne  système;  ces  coniques  ont  un  second  point  commun  15,  sur  la  droite  Al  ; 
les  SIX  points  de  contact  de  ces  trois  coniques  avec  S  so/il  sur  une  conique,  cpie 
nous  appellerons  conique  polaire  du  point  A  ;  .\  sera  dit  pôle  de  cette  conique  : 
d  est  clair  que  15  est  également  un  pôle  de  la  conique  el  que  tmiic  conique  polaire 
a  ainsi  deux  pôles. 


(  7^>  ) 

III.    Totilc  ri)ni(jHc  jxtlairc  /xtssc  par  ses  pôles. 

\\ .  Les  eonit/nes  polaires  des  points  il' une  eoni'pie  polaire  passent  par  les 
pales  (le  celle-ci. 

\  .  Les  pâles  (les  eofu't/ues  polaires,  menées  par  an  point,  sont  sur  la  co/n/pic 
polaire  de  ce  point. 

\\.  S/  an  point  décrit  ane  droite  passant  par  I ,  sa  coniipi"  polaire  reste  hitan- 
i>ente  à  ane  coniipie  fi.xe;  les  dcav points  de  contact  sont  sar  la  t(tn<j:enie  en  I  ii 
la  eahi(pie  S. 

\  II.  (Jaand  an  point  décrit  ane  coni(pie  ('.  l/ioscalatriee  à  S.  ila  svslenie  co/i- 
sidéré.  sa  conaïae polaire  reste  hitan^ente  à  ane  ciilmpic  /ire.  oseiilatrice  à  S  an 
point  I  et  aa  r  dei/.r  points  de  contact  de  S  et  de  V.. 

\  1 1 1 .  Supposons  (pi  an  point  A  décrn'e  une  conupte  (1  ;  soient  (  '.'  et  (>'  lis  dent 
antres  connpws  Inoscitlittriees  ila  même  système  passant  par  \.  Elles  se  coupent 
aav  (leur  points  \  et  M,  ipii  décrncnt  V,  et.  en  (leur  (aitres points,  ipii  décricenl 
la  cahi(pie  dit  t/iéorcme  VII . 

W.  Les  eoiu(pies  polaires  (pu  passent  par  an  point  louchent  en  deii.v  points 
une  eahiipie.  osciilatrice  à  S  an  point  I. 


(  7G  ) 


TROISIÈME   PARTIE. 


rONJLdAJSOXS    ET    Cl  )  It  1!J:S  l'OM»  ANGES. 


7-').  Nous  appellerons  points  conjugués  tians  un  système  s  ileiix  points 
situes  sur  la  couilie  S.  dont  les  ai'C'uments  ont  la  somme  constante  .s,  ;i  des 
innlliplcs  près  de  o),  /io>' . 

/t('//ia/Y/ue.  —  Au  point  de  vue  géométrique,  on  peut  définir  eomme  il 
suit  un  système  de  points  eonjugués. 

Soient,  sur  la  courbe  S,  n  —  i>  points  fixes  (|U(deon(|ues.  (À)nsiderons  les 
courhes  adjointes  de  degré  /i  —  2  (jui  |iassent  par  ces  points.  Ces  eourhes 

ont  -^ h  /'  —  2,  c  est-a-dire i  points  iixes,  et  lornient 


linsi  1111  faisceau.  Les  deux  point  mobiles  où  l'une  quelconque  de  ces  courbes 
•oiipe  S  ont  évidemment  deux  arguments  dont  la  somme  est  constante,  et 
^ont.  |)ar  suite,  conjuiiués  dans  un  système  fixe. 


I. 

Equation  générale  des  droites  joignant  deux  points  conjugués. 
Enveloppe  de  ces  droites. 


7'i.   l/e(|ualion  qui  ilonne  les  arguments  des  poinls  d'intersection  d'uni' 
droile  (|U(dcon(|ue  avec  S  est  de  la  forme 

/■(/)  =  rti  1\{I)  +  ('1  \\_(t)+-  ■  ■  +  a„  !»„(/)  =0. 

Si  celte  droite  passe  par  deux  poinls  conjugués  dans  le  système  .s,  on  con- 
nail   la  s(unme  s  de  deux  zéros  de  la  fonction  /"/);  la   somme  des  n —  2 

anlres  sei'a  -  ((o  4-  iu<>'  ]  —  s  iv  des  miilliples  prl's  de  co,  no>' .  I.a  fonction  /'  /) 


(  77  ) 
ser;i  doiir  de  la  loi'nic  |t''(HKi(iun  (  jj   | 

/■(/)  =  [y.^  v',(n  +  y.,  d\(l)][P,  o;(/)  -H  3,  oAl)  +.  .  .-^  _5„   _,  o"'   i.(/ 1|. 

l'iiiir  (|iic'  les  n  zéros  de  /(/)  soient  les  ai'guinents  de  n  poinls  de  S,  situés 
sur  mie  droite,  il  faut  et  il  suffît  que  les  ([uantités  -/,,  a,;  [i,,  ....  ;s„_^  \^'v\- 
tieiit  i  /;  —  3)  relations  de  la  lornie  [xV  \\  )' 

//?,,  .  . .  étant  des  constantes. 

De  ces  /(  —  i  relations,  on  tirera  les  valeurs  proportionnelles  de  [i,,  [i^ 


0            0  o 

rM   _  r^  _  P«-2 

./;  ^,A  ,/;,-' 

J\,  11,  . . .  désii;nant  des  polynômes  honioi^ènes,  de  det^ré  n  —  :>  en  -/,  et  -/j. 
et  l'un  aura  ainsi,  sous  l'orme  syml)()li(|ue, 

f[l)^{y.,,y..)(J\.f, /„    ,). 

Dans  le  second  memhre  devidi)|)pé,  z,  et  y.^  entrent  au  dei^ré  n  i,  et.  pai- 
suite,  ré(jnation  i;'énérale  des  droites  joii^nant  deux  piiinls  (■(mjiii;nrs  dans 
le  système  s  sera  de  la  forme 

'Jn^-i,  ...  elant  des  polvn('imes  liomoiçènes  de  deiçré  n  —  >.  en  z,.  y...  Il  re- 
snlti'  de  lii  (|U('  : 

Ij'^  ilniilcs  (jm  joi'ji^nent  ilcnv  points  conjtii^nvs  dcins  i(n  sysicinv  donne  iinc- 
loppent  une  rotirhe  de  (  n  —  ■?.  ]"'""'  rhtsse  (  '  ),  Ufiifiirsa/c  r/  doni  le  dc^j^iv  est .  en 
iièncml.   ■2\  n  —  '}  y. 

7.").  I.i'  dc,ni-i'  et  la  (dasse  de  celte  cmirhe  s'aiiaissent  si  la  valeur  donnée 
de  .V  est  la  somme  des  deux  arii;unn'ii(s  r,  et  c.^  (pii  correspondent  ii  nii  point 
douille  de  S  :  en  ell'et,  ['(Mpiation  (|ui  donne  les  ari;innenls  des  |)oints  où  S 
est  coupée  par  une  droite  (|indi'on(|ue  issue  du  |)oint  donMe  consiilére  admet 
les  /.ér(js  r.    et  i\   iloiil    la   somme  est  s.    La   courlie  enveloppe   elierchee  se 


(')  ('.l.i;i!Sf:ii.   liHiriiiil  iti-  l'rcll)-,  t.  (il.  p.    u- 


(  7«  ) 
<l(Moni|iose  donc  en   iiii   point  et   nne  couihe  do  classe  //  —  3.  On   peut  se 
rendre  compte  de  ce  t'ait  directement. 
On  a  toiijonrs,  pour  la  fonction  /^/ :, 

yV )  =  (=<i?',  +  =«29';)  (Pi o'o -+-... ). 

~(\.   l'arnii  les  équations  qui  lient  -/,,  y..^;  [i,,,  ...  est  la  suivante  '  n"  4.")  ) 

(fil)  ./(<?i)  :'ï'i(«'i)=.Ae'i)  :.'-i(e',); 

or  on  a,  puisf[ue  ^,  +  c\  =  s, 

Ae\)  =  A-'<-e,j 

ci.  d'après  les  relations  (Sy), 

•2iTZ  Iit: 

!,'é(pialion  (61)  devient  donc,  en  remplaçant  o\{e\),o\{e\)\fM'  leurs  valeurs, 

[^1  9',(ei)  +  y..2  ?'l(fL)]  [hi  OoC^^'i)  +•  •  ■]' 


((w) 


^r,(e,) 


.'•|i(",) 


cl  l'expression  y.^'d^{e^]  + 'j.^6\[e^)  est  en  (acteur.  Si  on  réi;ale  à  zéro,  on 

écrit  (|ne 

/(<-.)  =./'(e',)  =  o,  . 

c'csi-ii-dire  <[ue  la  droite  considérée  passe  pai'  le  point  double  [e^ ,  e\  ). 

Si  on  ne  l'annule  pas,  l'équation  (62),  débarrassée  de  ce  facteur,  devient 
une  relation  linéaire  et  homoi^ène  entre  %,  ...,  ^«_2,  qui  permet  d'exprimer 
une  de  ces  ([uantités  en  fonction  linéaire  et  liomogène  des  autres.  On  a  ainsi 

J\l)  ■=  (Xi,  c.^ji'fi,,  p,,  .  .  . ,  p,,^,), 

cl  Ion  en  conclut,  comme  on  l'a  l'ait  plus  liant,  que  réi|uation  ijénéiale  des 
droites  joignant  deux  points  conjugués  dans  le  système  ^'1  +c,.  et  ne  pas- 
sant pas  par  le  point  double  {e,,c\),  est  de  la  forme 

o  =  X,  o„_3  +  .r.2 'i/^^s  +  .rj y „_3, 
'p„_.,  étant  des  polynômes  homogènes  de  deijré  //  —  'î  en  y.,,  y... 


(  79  ) 
Ces  (Iroilcs  emx'loppcnl  donc  une  courhe  de  [n  —  '.V]"'""'  rhisse  iiitii-iiisalc  d. 
en  général,  de  degré  'j.in  —  '\  \ 

77.    Cet/c  eoiirhe  c/Hi-Zoppc  Unielie  hi  tangente  menée  (ni  point  il(>id)l<-  (r, ,  é^ 
éi  la  eonrhe  A,  de  degré  n  —  3,  adjointe  à  S. 

Kn  fllel,  ton  le  coui'hc  de  dci^i'é  n  —  3  passant  par  les  ' //  {//  —  '_>)—  i  poiiiK 
(loiiltlcs  (le  S,  autres  que  le  point  ((",,(',),  coupe  S  en  deux  points  mobiles 
diint  les  ari;nuients  ont  pour  somme  e^  +  e\  (n"  -13  his). 

La  (Iritile  I)  joiitnant  ces  deux  points  sera  doue  une  des  droites  considé- 
rées. Or,  si  la  eonrhe  de  deiiré  /.'  —  3,  dont  ou  vienl  de  parler,  se  ra|ipro(  lie 
de  la  eonrhe  A,  la  droite  I)  tend  ;i  se  coul'ondie  avec  la  (angenlc^  menée  \\  A 
au  point  ;/■,,  e\  ).  c   o-   i  •   i'- 

11. 
Tangentes  doubles  de  la  courbe  enveloppe. 

7S.  il  est  aisé  de  déterminer  dii'eclement  le  nomhi'e  des  lauiACnles  doubles 
de  la  eonrhe  enveloppe  des  drt)iles  joignant  deux  points  conjngiH's,  e'i'st- 
ii-dire  le  nombre  des  droites  qui  passent  par  deux  eonpies  de  poinis  e(mjn- 
i;ués  dans  le  systf-me  donné  .v. 

\a\  ionetion  f{t),  cori'espondanl  ;i  nne  de  ces  droites,  sera  de  la  lorinc 
(n"  .iS,  remar(|ne  II  ] 

,/'(0  =  (/'!-/'-' /'s)  {'^.^/i.  •••."'«    ;)■ 

l"ji  ('crivant,  comme  plus  haut,  les  //  —  l  relations  (jni  lient  /',,  p..  />,: 
d et  qui  sont  de  la  l'orme 

<>  =r  (t^ii/i,  /i,  +  /'//'oH-  '/i7';i)  +  '^';t  '»',t>i  +  ■  ■  •)  -)-.  .  .. 

///,,  ...  étant  <les  constantes,  ini  oh  tiendra,  par  l'eli  minai  ion  de  il ,  */„    , , 

deux  e([nations  de  degré  //  —  \  en  p, ,  p.,  />,.  I^es  deux  e(|uations  se  présen- 
teront sous  la  lorme  de  deux  déterminants  i(lenti(|iies  l'un  ii  Tanlre,  a  nne 
ligne    [très,    et    l'on   sait    (|ne   deux   pai'eilles    é(|nations    sont    verilii'es.   en 

g'/'uéi'al,  par  ',(//  —  4)("  —  '^)  svsti'mes  de  valeui's  de  —,  — ■  Ainsi  : 

/'i     /'i 

TnKoiir.Mi:.  —  Il  existe  .'.  In  —  3  )  { n  —  '|  :  droites  //ni  passent  par  deti  v  couples 
lie  points  eonjiigtii'S.  et  (pii  sont,  par  suite,  des  tangentes  doubles  de  I  enveloppe. 


(  8o  ) 

~\).  Si  .V  ost  la  somme  des  deux  ariiiimeiUs  e,  et  e\  d'un  [loinl  doulile 
de  S,  ee  iiomijre  de  tangentes  doubles  se  réduit,  comme  on  le  voit  aisément. 

III. 
Propriétés  de  la  courbe  enveloppe. 

■SU.  La  courbe  enveloppe  des  droites  D.  qui  joignent  deux  points  conju- 
gués dans  un  système  donné  s,  touche  la  courbe  S  en  un  certain  nombre  de 
points,  que  nous  allons  déterminer. 

Sdit  un  point  ([uelconque  de  S,  d'argument  /.  Les  valeurs  proportion- 
nelles de  7.,  et  Xo,  (|ui  correspondent  aux  //  —  2  droites  D  (ju'on  peut  mener 
par  ee  point,  sont  données  par  l'équation 

(63)        0=  [x>o\{l)  +  x,o,(t)][/,{x,,x,)o',(t)-\-  J\(a,,  y.,)(fl{t)  + .  .  .]     (11"  TV); 

/'.  /".,  sont  les  valeurs  proportionnelles  trouvées  plus  haut  pour  [i,,  [i.,  .  .., 
c'est-à-dire  des  [)olynônies  de  degré  />  —  '^  et  homogènes  en  y.,,  a,,  .  . .. 
L'éqiiatioii  (()3)  admet  tout  d"al)ord  la  solulion 

«l  =  ?"l(0.      3£,  =  — 9',  (0» 

([ui  correspond  évidemment  à  la  droite  joignant  le  point  considéré,  d'ar- 
;;iiment  /,  au  point  d'arguments  —  /. 

(kda  posé,  remartjuous  que  les  points  de  S  situés  sur  l'enveloppe  des 
droites  n  sont  évidemment  les  points  dont  les  arguments   sont  t(ds  (|uc 

rc(]uation  (()■))  ait  deux  racines  égales  en  — >  et  qu'en  ces  points  l'enve- 

|o|q)c  |(uiche  la  droite  D  qui  correspoml  ;i  la  racine  double. 

Or,  parmi  ces  points,  nous  rencontrons  ceux  dont  les  arguments  /  sont 
t(ds  ([uc  les  deux  facteurs  du  second  membre  de  l'équation  (G3)  aient  une 
racine  commune,  c'est-à-dire  ceux  dont  les  arguments  satisfont  à  l'é- 
(juation 

(6', )  o=y,[o,  (0-  -  ?, (0]?UO  +./2[?; (0-  -  ?', (0] o'UO  +•  •  •  ■ 

Soit  /u  une  solution  de  cette  équation.  La  droite  Do,  joignant  les  points 
d'arguments  („  et  .s  —  /„,  coupe  S  en  des  points  dont  les  arguments  vérifient 
re(|uution  ((')3) 


(  8i    ) 
a','  et  x','  satisfaisant  à  la  relation 

Dr  la  toiution 

./(:<?,:<^)9,(0-^---, 
c'est-à-dire 

s'annule,  par  hypothèse,  pour  /  =  /„  :  les  deux  facteurs  du  second  nicnduc 
de  l'équation  (G3  bis)  s'annulent  donc  séparément  pour/  =/„.  et,  par  suite. 
la  droite  D^,  est  tanirente  ;i  S  au  point  t„. 

D'un  autre  côté,  nous  avons  vu  que  l'enveloppe  des  droites  D  passait  [i;ir 
le  point  /„  et  y  touchait  la  droite  0.  correspondant  ;i  la  racine  douhle 

a  2  _  _  o'i  (/q) 

Cette  droite  D  est  ici  la  droite  Do.  et.  par  conséquent  : 

fM  courbe  ern'eloppe  des  droites  I)  /ondic  S  en  fous  les  points  dont  les  aru,ti- 
ments  vérifient  V équation  (04). 

Cette  équation  est  de  la  forme 

(63)  0(o  =  io,(O9','(Oo',"  '"'(0=o     (/,=o,  I,  .../,-3), 

Oj{t)  étant  fonction  linéaire  et  homogène  des  fonctions  o!,,  ol,  . . .  de  l'équa- 
tion (G3). 

Or,  dans  le  parallélogramme  lo,  «o/,  o,{/)  a  //  —  2  zéros;  g',  et  o\  en  ont 
deux:  il  en  résulte  immédiatement  (|ue  le  premier  memhre  île  la  rela- 
tion (65) en  aura 

(«—■?,)  +  '?(//  —  3),  c'esl-à-dire  3// — 8. 

La  somme  desdeux  zéros  de  o,  ou  9,  étant  s,  celle  tles//  —  2  zéros  de  9,(/) 
est  -{'ù-{-  nio')  —  s,  et  celle  des  3«  —  8  zéros  de  0(/)  sera  évidemment 

(  'j)  -f-  />  ',)'  )  —  .«  —  A.î  +  (  /;  —  3  —  /.)  .V  =  (  /i  —  4  )  i  +  -  (  0)  -f-  «  m'  )  • 


2 

n 


Ainsi  : 

V enveloppe  des  droites  D  touche  S  en  3  /^  —  8  points,  dont  les  arguments  ont 


pour  somme 


;  «  —  4  )  s  -^ —  (  f.)  -H  «  (,)'  ) 


à  des  multiples  près  de  <■>.  //  o  . 

H.  Il 


(    82    ) 

81.  Si  ^  est  la  somme  des  deux  arguments  p,,  p',  d'un  [loiiil  double  de  S, 
ou  verra  de  même  que  l'enveloppe  touche  S  en  3«  —  lo  points  dont  les 
arguments  ont  pour  somme  {n  —  5)s-h  "  Uo  +  «<■/);  ce  qu'on  peut  énoncer 


ainsi  : 


Soit  E  un  point  double  d'une  courbe  S  de  degré  n  et  de  genre  un  :  les  courbes 
de  degré  n  —  3  qui  passent  par  les  autres  points  doubles  de  S  coupent  cette 
courbe  en  deux  points  mobiles;  la  droite  cpu  Joint  ces  points  enveloppe  une 
courbe  unicursale  de  degré  2{n  —  V).  ''/^'  classe  {n  —  3),  f/ui  touche  S  en 
3 /i  —  1  o  points  dont  les  arguments  ont  pour  somme  [n  —  '))s  -\-  -  {o,  -h  n o>' ] 
à  des  multiples  prés  de  co,  n  w' . 

lY. 
Propriété  géométrique  des  couples  de  points  conjugués. 

82.  Théorème.  —  Le  conjugué  harmonique  par  rapport  à  deux  points  conju- 
gués dans  un  système  s,  du  point  où  la  droite  qui  les  Joint  coupe  une  droite  fixe, 
décrit  une  courbe  unicursale  de  degré  n  (  '  ). 

Soient,  en  effet, 

l'équation  de  la  droite  fixe  considérée,  /  et  ^  —  /  les  arguments  de  deux 
points  conjugués  IM  et  N;  le  conjugué  harmonique  du  point  d'intersection 
des  droites  U  et  MN,  par  rapport  aux  points  M  et  X,  a  pour  coordonnées 

\l=\}{l)X,{s~~t)-\^\}{s^t)Xi{t)       (/=   1,2,3), 

étant  posé ■ 

U(0  =  «■•'■■(0  +  ai-^i-At)  -+-  rt3^r3(0, 

U(.V"  /)  —  a^.i\{s~-  t)  +  n,x,{s  —  t.)  H-  a^x^{s  —  t). 
Les  deux  fonctions  ^  et  t^  sont  doublement  périodiques  aux  périodes  w, 

A,  A, 

//(./d'ordre  2n;  de  plus,  elles  ne  changent  pas,  si  l'on  y  remplace/  par*  —  /. 
Il  en  résulte  (n"'  32  et  33)  que  la  courbe  décrite  par  le  point  (X,,X.,X3) 

est  unicursale,  et  de  degré  ^,  c'est-à-diii' //.  ^,        ^.    ^^ 


(  '  )  p.  d'Esclaibes,  Tlièse,  p.  g. 


(  83  ) 

83.  Remarques.  —  I.  Si  la  droite  U  passe  par  deux  points  de  S  conju- 
gués dans  le  système  s,  d'arguments  a  et  s  — a,  la  fonctiou  U(/)  s'annule 
pour  /  =  a  et  /  =  5  —  a,  et  il  en  est  de  même  de  la  fonction  \}{s  —  /).  Les 
trois  fonctions  X,(/),  Xo(/),  X3  (^  ont  donc  deux  zéros  communs,  et  le  degré 

delà  courbe  unicursale  décrite  par  le  point  (Xi.Xo.Xj)  sera  ^^^ — '-■:  c'est- 
à-dire  rt  —  I . 

II.  Si  la  droite  U  est  tangente  double  de  l'envidoppe  des  droites  qui  joi- 
gnent deux  points  conjugués  dans  le  .système  .v,  le  degré  sera  "—  — '  ■   c'est- 

;i-dire  //  —  2. 

III.  Si  la  droite  U  passe  par  un  des  quatre   points  de  S  dont  les  argu- 

nienls  sont    respectivement-»    -H — >    — \ — (•/,  -H h    -   (o  ,    par    le 

'2  1  '1  1  'l  1  '1  'i 

point  -  par  exemple,  les  fonctions  U(/)  et  \}(s  —  t)  s'annulent  pour/=  -■ 

Il   en    est,   par   suite,    de    même    des   fonctions    .\|(/),  X_.(7),  X;,!/).    Or, 
de  la  relation 

\,(*-o  =  x,(o 

on  déduit,  par  dérivation, 

x;{,v-/)  =  -x;(o. 

Cette  dernière  équation  montre  que  les  fonctions  \\\t),  X,(/),  X', (/)  s'an- 
nulent pour  /  =^;  -  est  donc  un  zéro  double  de  X,(/),  X. (/),  X3(/),  et  la 

courbe  décrite  par  le  point  (X,,  Xo,  X;j  )  est  de  degré  n  —  \. 

Il  est  clair,  en  vertu  de  ce  raisonnement,  que,  si  la  droite  U  passe  par  le 

|ioint  d'argument  ->  et  par  deux  autres  points  de  S  conjugués  dans  le  svs- 

tème.y,  le  degré  du  lieu  décrit  par  le  point  (X,,X^,X;,)  sera  '"  ~  '.  c'est- 
à-dire  n  ~  1. 

Kn  général,  si  la  droite  U  passe  par  h  des  quatre  points  d'arguments  - , 


s  (j)      s  /l        ,       s  Ij) 

! ) i oj  ,    — I 

2  2       2  2  2  2 


-  OJ ,  -  +  -  +■  -0)',  et  par  //  couples  de  points  conjugués  dans 

le  système  s.  le  lieu  du  point  f  X, .  X_,.  X,  )  sera  de  degré  ^  "  ~  ^  '  "  ^  ' .  c'est- 
à-dire  u  —  Il  —  1>  . 

lïXEMPLE.  —  Sur  une  courbe  S  du  quatrième  degré  et  de  genre  un.  le  eonjuguè 
harmnnujue  par  rapport  à  deux  points  conjugués  dans  un  systè/ne  s,  du  point 
oii  la  droite  qui  les  joint  coupe  une  droite  fixe,  décrit  une  conitpu'  pour  quatre 


(  8i  ) 
/Kisilions  (le  la  droite  fixe.  Les  (judlre  droites  en  //iiestio/i  sont  eelles  (/ai  joignent 

I  .;  ;•  S  3.Ç  S  ',1  is  (,)  S  ',) 

tes  potes   a  (irifuments  -et ;    — l et 1 ; \ h  2<o    ri 

'  ~  ■>  T  ■?.  o  o  2  2  2 


3\        01  ,    .s  ,     .         3.?  , 

1 h  2(0  ; h  2w    et +  2(0  . 


3  ç 
La  conique  devient  une  droite  si    —  '—  est  égal  à  l'une  des  quantités 

H-  -)  -  +  2(o',  -  +  -  +  2(o',  c'est-ii-dire  si  s  a  l'une  des  douze  valeurs 


I 


/'  01  ,  ,       ,  ,  Il  ',)  7  .       ,        0)  ,  ll',\  1,1111  ■• 

h  2h  (0  ;  (o  H h  2«  (0  ;  T  -1-  t^')  -\ h  111  (O  ;  [II,  h  =  o,  r 

2  2  4  '2  \  '      ; 


V. 

Courbes  menées  par  des  couples  de  points  conjugués 

84.  TiiKORÈMF,.  —  Les  courbes  de  degré  n  —  i  passant  [)ar  k ^  jjoi/its  doubles 
donnés  de  S,  et  dont  les  autres  points  d'intersection  avec  S  sont  deu.r  à  deux 
conjugués  dans  un  même  système  s,  foj'inent  un  faisceau. 

Soit  ^1  la  somme  des  ik^  arguments  ijui  correspondent  aux/-,  points  dou- 
bles donnés;  on  aura 

«1  +  [  i  n  (  «  —  3  )  —  /,  I  ] ,•,■  =  ^  /(  (  «  —  3  )  (  01  +  /(  oi'  )  +  h  01  +  «// 0)', 

Il  et  II  étant  des  entiers  qu(dconques.  On  tire  de  l;i,  pour*,  ((^  —  /•,)-'  valeurs 
(à  des  multiples  près  de  (o,  «o/). 

Il  y  a  donc  ((5  —  X-,  )-  systf'mes  de  courbes  de  degré  {n  —  3)  répundant  à 
la  question. 

Soit  la  fonction  /(/)  qui  correspond  aux  courbes  de  l'un  des  systèmes. 
On  a  [Uem.  II,  n"58) 

/(O^ 'MO  [/',?,(/) +---  +  />o-/.,-.,9ô-a-,-m(0]. 

/>,,j>2^  •••  étant  des  constantes.  Pour  que  les  zéros  (ley'(/)  soient  les  argu- 
ments de  points  situés  sur  une  courbe  de  degré  (n  —  3)  passant  par  X-,  points 
doubles,  il  faut  que /j,,/>2,  .■■,p?,  a,+i  vérifient  î^ —  /•,  —  r  relations  linéaires 
et  homogènes  (n"*  4.5,  .50,  .51  ). 

Ou  pourra  donc  exprimer  ?i  — /,  —  i  de  ces  constantes  en  fonction  linéaire 
cl  lioniogi'ni'  (l(>s  deux  autres,  et  l'on  aura 

A0=/',V,(/)4-y>,V,(0, 


(  «5  ) 

p^  et  p.,  étant  des  constantes  arbitraires.  L'équation  générale  des  e()iirl)es  de 
degré  (  //  —  3)  appartenant  au  système  considéré  est  donc  de  la  forme 

et  ces  courbes  forment  un  faisceau. 

Sô.  Plus  généralement  considérons  les  courbes  de  degré  («  —  3  ,  passant 
par  k\  points  doubles  donnés  de  S.  On  peut  les  assujettir  à  couper  en  outre 
S  en  f5  —  X-,  —  i  couples  de  points  conjugués  dans  un  système  donné  s;  si  ce 
système  n'est  pas  un  des  [^  —  X-,)-  systèmes  définis  au  numéro  précédent, 
la  somme  des  arguments  des  deux  derniers  points  d'intersection  avec  S  des 
courbes  considérées  aura  une  valeur  constante  s'  différente  de  ,v. 

La  fonction  /(/)  correspondant  ii  de  telles  courbes  sera  de  la  forme 


/'(O  =  {Pi,Pi, /''ô-/„)(,3i,  '^i^i- 


Les  constantes  />, 
forme 


,■■<>   f 


S_,   sont  liées   par  1^  ~  X-, 


On  déduit  de  là  les  relations 


relaliiiiis    (le    la 


/.,- 


/,,  ...  étant  des  polynômes  homogènes  de  degré  '^  —  X,  -  1  eu  ;^,  et  ';,. 
L'équation  générale  des  courbes  de  degré  (// —  3  :  cnusiderees  sera  doiic 
d(>  la  forme 


V-i-uK 


n     3(-'l,  •'•.,■'   J. 


?«-:!.  •••.  '}«-:!  étant  des  polynômes  de  degré  /i  —  3  en  r,,  -x-..,  .r,,  et  '^,,  ,'î , 
des  constantes  arbitraires. 

On  verrait  aisément,  en  appliquant  la  mélliode  du  11"  SO.  que  rerive- 
loppc  de  ces  courbes  touche  S  en  4(^5  —  X,  —  1)  [)oints. 

8(3.  On  peut  donner  des  résultats  analogues  pour  les  courbes  de  degré 
supérieur  à  «  —  3;  mais  nous  n'insisterons  pas  sur  ce  point,  car  nous 
aborderons  plus  loin  une  théorie  plus  générale  que  celle  des  points  con- 
jugués. 


(86) 

VI. 

Application  aux  courbes  du  cinquième  degré. 

.S7.  I.  L'i  courbe  H,  eineloppc  des  droites  joignant  deiiv  points  conjugues 
dans  un  système  s.  sur  une  courbe  S  du  cinquième  degré,  et  de  genre  un,  est 
u/ie  courbe  unicursa/e,  de  quatrième  degré,  de  troisième  classe,  ayant  une  tan- 
gente double. 

La  courbe  H  touche  S  en  sept  points. 

II.  Le  conjugué  harmonique,  par  rapport  à  deux  points  conjugués  dans  un 
système  s,  du  point  où  la  droite  qui  les  joint  coupe  une  droite  fixe  quelconque, 
décrit  une  courbe  unicursale  du  cinquième  degré. 

Si  la  droite  fixe  est  la  tangente  double  de  la  courbe  H  correspondant  au  Sys- 
tem" s.  le  lieu  précèdent  devient  une  courbe  unicursale  du  troisième  degré. 

I);uis  le  cas  où  s  a  l'une  des  vingt-cinq  valeurs  données  par  la  tuiniule 

.v:=  >(/rw-,-5A'o)')     (/.-,/.■',  =  0,1,2,3,  ^), 

la  valeur  o.  par  exemple,  la  tangente  double  de  la  courbe  H  correspondante 
coupe  S  en  deux  couples  de  points  conjugués  dans  le  système  o,  et  en  un 
cinquième  point  dont  l'argument  est  \[l,>  h-  5o/)  (n°  43  bis].  Il  résulte  de  là 
(  Rem.  m  du  n"  83)  le  théorème  suivant  : 

Le  conjugué  harmonique,  par  rapport  à  deux  points  de  S,  conjugués  dans 
un  système  ^(^-co  -+-  5k' o'),  du  point  où  la  droite  qui  les  joint  coupe  la  tangente 
double  de  la  courbe  H  correspondant  au  système,  décrit  une  conique. 

III.  Les  coniques  G  qui  coupent  S  en  cinq  couples  de  points  conjugués  dans 
l'un  des  ringt-cinq  systèmes  \{l<'o)  -+-  j k\<)')  forment  un  faisceau  (  n"  84). 

Soit  le  système  o,  par  exemple. 

La  tangente  double  de  la  courbe  H  correspondant  au  système  considéré 
coupe  S,  comme  on  l'a  dit,  en  deux  couples  de  points  conjugués  dans  le 
système  o,  et  au  point  d'argument  ~(co  -i-5o/),  qui  est  à  lui-même  son  con- 
jugué dans  ce  système.  Cette  droite,  comptée  deux  fois,  est  donc  une  des 
coniques  G  du  faisceau  qui  correspond  au  système  o,  et,  par  suite  : 

Les  coniques  G  d'un  même  système  touchent  deux  droites  en  deu.r  points 
fixes,  situés  sur  la  tangente  double  de  la  courbe  H  correspondante. 


(  8?  ) 
On  pont  (K'diiin'  de  là  plusieurs  conséquences  «jue  nous  ne  lerous  (|u'e- 
noncei',  et,  pour  siniplitier  le  liingage,  nous  adniellrons  ([ue  les  deux  points 
fixes  dont  il  vient  d'être  (juestion  sont  les  points  CYcli(|ues  du  pian. 

Lp  milieu  du  segment  formé  par  deux  points  ro/iju^iiés  duiis  le  sysicme  o 
[^ou  /'un  des  systèmes  z  [kio  -+-  5/>'o/)]  est  une  conique  K. 

Tous  les  eereles  ayant  pour  centre  un  certain  point  fixe  \  <'oupei>l  S  <  u  di.v 
points  conjugues  deux  à  deux  dans  ce  système. 

Le  point  A  est  situé  sur  la  coni(pu'  K. 

La  conujue  K  est  la  podatre.  par  rapport  au  point  A,  de  la  eourhc  11.  enve- 
loppe des  droites  ejui  joigiwnl  deu  r  /loints  conjugués  dans  le  système  considéré. 

W  .  Si  s  est  la  somme  des  deux  arL;iwients  e,  et  e^  correspondant  a  I  un  des 
eauj  points  doubles  1*],  de  S,  l'enveloppe  des  droites  f/ui  p)igncnt  deu  r  points 
de  S,  conjugués  dans  ce  systènw,  est  une  coniipie  tangente  et  S  c/i  cinq  //oints. 

La  somme  des  arguments  de  ces  cinq  points  est  .'.  (o>  -+-  uo  );  pur  suite,  ces 
cinq  points  sont  situés  avec  les  cinq  points  doubles  de  S  sur  une  cubique. 

Or  (in  a  vu  \n"  ()7)  (ju'il  n'existe  (|ue  ciin|  c(iiii(|m's  tangentes  a  S  en 
cincj  |)oin(s  sitn(''S  avec  les  points  doubles  sur  une  rulii([iie;  snil  (',,  l'iiiie  de 
ces  coniques;  il  résulter  de  ce  ([ui  [U'écède  que  : 

Les  tangentes  de  (],  joignent  sur  S  deu  c  points  conjugues  dans  le  sys- 
tème ei~\- e'-,  et  la  tangente  en  E,  à  lu  conupir  (pu  passe  par  h  s  ein'j  points 
doubles  de  S  est  une  tangente  de  C,    n"  77   . 

On  peut  énoncer  autrement  ces  résultats  : 

Soit  S  une  courbe  du  ciiupiième  ordre  ci  cinq  points  doubles,  a.  b.  c.  d,  e;  les 
co/aques  qui  passent  par  quatre  de  ces  points  a,  b.  <■,  d  anipcnl  S  eu  ib'ux 
points  mobiles  :  la  droite  (pu  joint  ces  points  cnvehqtpe  une  conupu  qui  est  tan- 
gente à  S  en  cinq  points,  situés  avec  a,  b,  c,  d,  c  sur  une  m'mr  cttbiipie.  et  tpu 
touche  lu  tangente  menée  au  point  e  à  la  coniqw  des  points  a,  b,  c.  d.  c. 

YII. 
Correspondances. 

88.  La  relation  qui  lie  les  arguments  de  deux  points  conju.nues  n'est 
qu'un  cas  particulier  d'une  relation  plus  générale,  (|ue  nous  avons  déjii 
rencontrée. 


(  88  ) 

Soit  Z(/)  une  loiictioii  doublement  périodi(iue  quelconque,  aux  périodes  w, 
ri  10,  cl  (l'ordre />.  I^'équation 

Z(«)-Z(/)=o 

diiiuu'  pour  (/,  aljslraetion  f'aile  des  multiples  des  périodes,  p  valeurs 

/,    ;/,,    1/.,    ....    ii,,__,. 

Soient  sur  la  courbe  S  les  /;  points  dont  les  arguments  sont  /,  u, 

///,_,  :  nous  dirons  qu'ils  constituent  une  correspondance.  Ainsi,  étant 
donnée  la  fonction  Z,  un  point  quelconque  de  S,  d'argument/,  détermine 
iine  correspondance,  et  une  seule. 

La  somme  des  arguments  des  points  d'une  correspondance  est  constante  : 
elle  est  égale,  en  elVet,  à  la  somme  des  zéi'os  de  la  fonction  de  u  •.7^{ii)  —  7.{t), 
contenus  dans  un  même  parallélogramme,  o..,  «o/,  c'est-à-dire  à  la  somme 
(les  infinis  de  Z(;/),  contenus  dans  ce  parallélogramme  (à  des  multiples  près 
(les  périodes).  On  a  donc 


<  H-  «1  -h  (/.,  +  •  •  •  -<-  11,1 


C  H-  /<(jj  -t-  rili'  f,)'. 


Dans  le  cas  particulier  où  Z(/)  est  du  second  ordre,  on  a 

^  H-  «,=  consl., 

et  les  deux  points  de  la  correspondance  sont  conjugués. 

.Si).  Soienta,,».^,  ...,  a^  les  zéros  de  Z(/);  [i,,  p,,  ...,  [i^^.,  les  infinis 
contenus  dans  un  même  parallélogramme  des  périodes. 

En  appliquant  la  méthode  du  n°  9,  on  mettra  cette  fonction  sous  la  forme 


y         fuw,^b,n,^...+  i,n,,  ^  M(<) 


rt,ll,  H-  />,I1., 


/,n^     N(/) 


étant  posé 


et 


ri,+,(0  =  53|' 


.0)         I  /  /;  01  \        c  n  ',1 

P     2  V        2  y     /)       /> 


C  =  H'l+t^2H---.+  (3,, 


90.  Cela  posé,  soit  une  courbe  de  degré  w;/(j7,,.T2,^3)  =  o  passant  par 
tous  les  points  d'une  correspondance,  dont  nous  désignerons  les  arguments 
par  a,  m, (a),  ...,  «p_,(«).  La  fonction  f[:v,{t),-T.,{t),ar.,{t)'\ou  /[t]  ren- 


(  «9 
iViniera    n"  55)  le  fadcui' 


J\(t)  =  0,[t-a)'i,[t-  „,(a)\...'j,{l-n,,^,(a)-\e    "> 
(Haut  posé 


(-/ 


La  somme  r/ +  ?/,(«)-(-... -t- //,,_,(«)  est  égale  à  c  +  luo  +  nli\<>' ;  on 
l)("Ut,  en  ajoutant  ou  retranchant  à  l'une  des  quantités  u,[a)  un  eeilain 
nombre  de  périodes,  ce  qui  ne  change  pas  sur  la  courbe  S  le  point  d'ar- 
gument Ujia),  faire  en  sorte  que  cette  somme  soit  exactement  égale  à  r;  on 

a  alors 

_,,,U1^^,'JL' 


et  l'on  en  conclut  aisément  (|ue/|(;)  s'exprime  linéairement  ii  l'aide  des 
fonctions  n,,  112,  •  •  •  <  n,,  détinies  au  numéro  précédent. 

D'ailleurs  la  fonction  My)Ni«)  —  N(/)M(«)i  fj»'  est  m't'  l'onction  linéaire 
de  n,,  n. n^,  admet  les  zéros  a,  u,  [a) ii^_,{a):  [luisqne  l'on  :i 

Z(n  =  ^-^    et    /[//,(/)!  =  z(n. 

Il  en  résulte  que  l'on  a,   1,  étant  un  facteur  constant, 

y,  (  /  )  =  .V  [  M  (  D  N  («  I  —  \  (  /  )  M  (  n  1] 

et.  par  conséquent, 

AO^[M(ON{«)-N(OM(«)][ I 

on,  sous  foiine  symbolique, 

y(0  =  [N(«), -M(«)][ j. 

Remarque.  —  La  (|nautité  a  étant  (|n(dcon(jnt',  le  (|notient  y^  s*''"  ■'"^'^i 
(jiielconque,  et  l'on  pour'ra  écrire,  a  cl  [i  l'tant  deux  conslanles  (irlnlniiivs. 

f\t)^{y..y){ ). 

'.M.    De  là  se  déduisent,  par  la  méthode  ap|ili(|nee  aii\  n'"' (il   el  ().">.  les 
résultats  suivants. 

II.  ■:> 


(  9"   ) 

Dans  re  qui  suit,  il  s'ai;i(  des  correspondances  définies  par  une  fominin 

(Idiuiée  Z(/). 

Soit 

mn  =  2  /.-,  +  Ao  -!-  /j/7     (  m  ^  ii  —  2  ). 

A,r5  courbes  de  dci^rc  m,  passant  pur  h\  points  doubles.  k\,  points  simples  donnés 
de  S,  et  avant  avec  S  en  pi  points,  formant  l  correspondances,  un  contact 
d'ordre  /' —  i ,  forment  r'^''^  groupes;  Cèepiatum  générale  des  courbes  d'un 
même  groupe  est 

/>[  A,., 0, „ „  -H  rp'f^j).,  A,._| .,,„,..., 0  +•••  +  /4+i_ô+/,,  A„. „,..,,„,  ,■  =  o, 

/>,,  p étant  des  constantes  arbitraires  ;  A,^  ...,  ...  des  polynùmcs  de  de- 
gré m  en  .r,,  .r„,  .f.,. 

[a's  points  de  contact  avec  S  de  r  courbes  d'un  nu'me  groupe,  les  k\  points 
doubles  et  les  k.,  points  simples  donnés  sur  S,  sont  sur  une  courbe  de  degré  m,  H. 

Si 

/'i,        Pi,        •  •  ■■  /'/+1-5+/,,. 

P\>       /^.        ••■'   ' 

■  •  )  •  •  y  •  ■  *  »     ^ 

pr',i^r'\ 

sont  les  valeurs  des  paramètres  correspondant  aux  /courbes  considérées. 
i'é(juation  de  la  courbe  R  sera 

/•',,  k,,  . . .  étant  des  entiers,  non  négatifs,  de  somme  /■,  et  .v^.^,  . . .  désignant 
la  somme  des  produits 

/>■■':  /,^=\  ../>  ■■'h' ,,'?.•...  ,}'?'■•.'...;/}•■    ,    ,   ...«('■''-;-*•'.), 

où  y.,,  -/, y-i^-,  fi (î/,-,  ...  sont  des  entiers,  prenant  les  valeurs  o. 

/■—  I. 

92.   On  peut  dcduire  de  ces  théorèmes  quelques  conséquences. 
Soient 

/■  :=  I  ,      /,-,  =  I  /M  "  —  3  )  —  /  +  2 ,      nui  =^1  /i  ,  +  /i-2  -t-  pi. 

l/é(|uation  générale  des  courbes  de  degré  m,  qui  passent  pai'  X-,  points 
doubles  et  k-i  points  simples  donnés  sur  S,  et  qui  coupent   cette  courbe 


(9' 
cil /Viiulres  points,  rormani  /  roiirspontlanci's,  sci'u 

/>,,/>2'/>:i  t'tanl  dos  loiishuitcs  ailjilraircs.  Nous  (l(''sii;neroiis  r<'s  cdiiiIics 
sons  lo  nom  de  courhos  {".. 

D'après  Cl'  qui  |)r("ci'd('    n"  '.10   .  la  roncliun  C,  [r,    /  %  .r.-,   t  ,  .r.^/'  |  ol  de 
la  l'orme 

(;,|., ■,(<).  ...]  =  (:,(o  =  -HO(^,M- 5,\)(:.', M- .5, \)(aiM  -,5;N) 
ou 

On  en  loncliil.  piiisi|iie  Z[//,   /  ]=Z(/  , 

(:,[>/,(0]  =  N'[",(OJI>,Z(/t  +  5, ]•••!>,'  'Z(n-^i;  '  |!-["'("l. 

et.  pai'  suite, 

,  ,^  ^  (^|j(, ( < j  ^  <:,|  »,(nj  ^  c,.L»,U)j 

<:,(/)  C-,(i)  c^ij) 

C(da  |)iisé,  soit  un  point  X  du  plan,  deliiii  par  li's  ndatimis 

(:,(n     C-,{t)     Cad' 

Le>  t'onclions  Ci{t)  ont.  dans  un  parallélo;j;ramme  (o./m./i.  />/ zéros  va- 
rialtles:  eomme.  de  plus,  idies  satisfont  aux  ridalions  :  ;  ).  la  courbe  décrite 
par  le  point     Xi.X^.X;,     sera    une   coiirhe  unicursale    de  degré  /    n'";>2 

et  :i'i). 

Soil  (■  X|,  Xi,  X,  i  =  ()  son  é(| nation. 

Par  la  substitution 

\,  =Ct{j.\,j-„,.v^), 

X.,  =iC.,(x, ,,/■„,  .r^). 

X.S  =:  Ca (./■,,  ,c,,  .r^), 

cette  courbe  se  transforme  en  courbe  de  dei;i'é  ////,  (|ui  se  décompose  e\i- 
demnient  en  la  courbe  S  et  en  une  courbe  I).  de  dci^ré  ///;  —  /i. 

Par  cette  transformation,   une  droite  />,  X, +/>.X^ +/v,  X  ,  =  n  devient 
une  courbe  C  quelcon(|ue.  On  (mi  déduit  aisément  les  résultats  suivants  : 

Les  courbes  C  lan génies  à  S  en  lotis  les  jKiinls  d'une  eonespondanrr  lom-lienl 
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Pfi  f)i-  —  f;^  _  /•,  _  p  points  ii/ie  courbe  D  de  degré  lin  —  n  ;  par  ces  points  cl 
les  p  points  de  la  correspondance  de  contact,  passe  un  faisceau  de  courbes  C. 

Im  courbe  D  a  un  point  multiple  d'ordre  I  —  i  en  chacun  des  k.,  points  simples 
donnes  sur  S,  et  un  point  mufti/de  d'ordre  l  —  2  en  chacun  des  />,  points  doubles 
donnes. 

Par  un  point  du  plan,  passent  -il  ~  2  courbes  (]  tangentes  à  S  aux  poiitls 
d'une  correspondance . 

Il  y  a  2  [l  —  9.)  [l  —  3)  courbes  (]  tangentes  à  S  aux  points  de  deux  corres- 
pondances. 

Il  Y  a  3  (  «  —  2  )  courbes  C  osculatrices  à  S  au  v  points  d'une  correspondaïu^c . 

93.  En  particulier,  si  l'on  a  /=  1  et,  par  suite, 

A,  r=  |/i(7)  —  3)      ol      mil  ^^  n{n  — ?>)  +  l<,-^'ip, 

les  courl)es  C  seront  des  courbes  de  degré  m,  passant  par  les  points  doubles 
(le  S,  par/%  points  simples  donnés  sur  cette  courbe,  et  la  coupant,  en  outre, 
en  2p  points,  formant  deux  correspondances. 

En  ce  cas,  la  courbe  G  est  une  conique,  et  les  théorèmes  descriptifs  rela- 
tifs aux  coniques,  dans  l'énoncé  desquels  ne  figurent  que  des  droites,  don- 
neront (les  propriétés  correspondantes  des  courbes  C  et  de  la  courbe  S. 

Ainsi  : 

1"  .4  un  point  du  plan  de  la  conupie  G  correspondent,  dans  le  plan  de  la 
courbe  S,  m-  points,  parnù  lesquels  figure jjt  les  points  doubles  et  les  k.,  points 
simples  donnés  sur  S;  en  ne  considérant  que  les  points  variables,  on  peut  dire 
(pi' à  un  point  du  plan  G  correspondent  m-  —  k.,  —  (^  points  du  plan  S  ;  nowi  ap- 
pellerons ces  points  «  points  associés  ». 

2"  Par  un  point  (hi  plan,  on  peut  mener  deux  courbes  C  tangentes  à  S  aux 
p  points  d'une  correspondance  ;  les  deux  correspondances  de  contact  ainsi  déter- 
minées sont  sur  une  courbe  C,  que  nous  appellerons  courbe  polaire  du  point 
considéré  :  ce  point  sera  dit  pôle  de  la  courbe  polaire. 

3"   Toute  courbe  C  est  une  courbe  polaire,  ayant  m"^  —  ^  —  k.,  pôles  associés. 

4"  I^es  courbes  polaires  des  points  d'une  courbe  C  passent  par  les  pôles  de 
cette  courbe. 

^°  Les  pôles  des  courbes  C  passant  par  un  point  sont  sur  la  courbe  polaire  de 
ce  point. 
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COI  RRES   m     QL'^TRIÉME   DEGRÉ. 


Expression  des  coordonnées, 
9'f.   Si  l'on  pose,  comme  dans  la  première  partie. 

\\{t)  =  0,  (  t,  M,  «'  )  r.:  ^  /'"  "^  """  "^  , 
—  » 

les  coordonnées  d'nn  point  d'une  courbe  S,  de  cjuatrième  dei;ré  et  de  iicnrc 
un,  pourront  se  mettre  sous  la  forme 

X,  ^=A,P,(0  +  AJ>,{0+A3l'3(0-  Ail'v(0- 
X,  =  B,P,(0-H--., 
\3  =  C,P,(0+..., 
ou.  iMi  posant 

1>,   H-P.,=  ,/„.        P,,-t-P;=:»,,        |>,_|>3=„,,        P,_P,=^„„ 

sous  la  forme 

\,  =  (iç,iit,  -+■  cil  »,  -t-  n,f/2  +  Os'h- 

X,  =  (!;„  «0  H- 

X3  =  C„(lo-h    .  .  .. 

<i étant  des  constanles. 

X,,  X^,  X3  sont  linéairement  indépendants  (sinon  la  courlie  serait  une 
droite);  on  pourra  donc  résoudre  les  trois  équations  précéilenles  (i;ir  rap- 
port à  trois  (les  tondions  a  :  «,,  «.>,  «3,  par  exemple,  et  écrire 

U^  ^=  (•),  Xi  -+-  cOjXj  -4-  (1(3  Xj  —  ).  lia, 
«2  ^  ',)'iX,  + —  ,a ii„, 

1/3  —  '.)';x,  -+- —  v(/(,. 

Les  foncti(Uis  de  /  :  coiX,  -f- oj^X^  +  (o,X3  ;  <0|X|  -i-...;  c'iX,  -i- . .  .  sont 


liiifMiicrnoiil  iii(l('pcii(lantes,  sinon  il  v  aui'ait  une  relation  linéaiie  cntic 
//„,  //,.  (i..,  Il ,,  c'est-à-dire  entre  P,,  Po,  P^,  P,.  ce  que  nous  savons  être  im- 
possible. Nous  (lésii^nerons  ces  trois  l'onctions  par  jc\,  .i\,  x..  ;  nous  aurons 

ainsi 

,  j-,  =  «,  -1-  >.«„, 

(  \)  '  JL-,  =  ;/,  +  iJ.ii«, 

\  .r,  —  «,,  —  V  M„. 

(Test  la  leprésentation  paramétrique  (|ue  nous  utiliserons;  .i\,.r.^,  a-,,  sont 
les  coordonnées  d'un  poini  (|uelcon(|ue  de  la  courbe  S;  a,  a,  v  (lésii>iient 
des  constantes. 

Kelations  du  second  degré. 

U.-).    Les  trois  ('onctions  du  second  degré:  P^,  P;,  P^  !*.,  ont  le  même  poids 
n"  12,;  elles  sont  donc  liées  par  une  relation  de  la  l'orme 

7 étant  des  constantes. 

(.liaiiiicoMs  /  (Ml  t  ~\ ;   li  vient 

^,P5  +  3,Pj  +  y,PJ\  =  o, 
d'où 

(^, -p,)(P;-PJ)  =  o, 

ce  ([iii  entraine 

^,  — .3,=o. 

On  a,  par  suite,  entre  les  trois  fonctions  considérées  la  relation 

Py-f-  P3  =  a«PoPi; 

et,  cliangeant  /  en  /  -l-  ^^  il  vient 

a  élanl  une  constanle.  Reiuplacant,  dans  ces  relations,  les  Conclions  P  par 
les  ronclions  u,  on  a 

(J5)  \    l'I  -1- "3  =«('/!  —  ni), 

\   ii\  -t-  iil  =-  a{u\  —  iiV). 

*.)<i.   (^(da  pose.  lir<ms  des  équations  (A)  les  valeurs  de  ii,,  ii.,,  ii ,  en  loue- 
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tidii  di'.T,,  .1'.^,  .r,,  //„,  et  portons-les  lians  les  r('lations(B  ;.  Il  viciil 

(   1/1(1  -r-  ,!Jt'  —  a'/-  —  n-j-)  ^  -2  ?/„( (7 /..»-,  —  .'jL./-_,  —  f/'j-r^)  +■'■!;  —  n  r-,  —  ri.i-\  =  o. 
)    iiK"/.- -j-  ■'-  —  a  -^  a  IX-)  +  2//„  (—  ),.>-,  —  fi;J..r,  —  -jr^)  -(-■'';  +  a. ri  —  .cj  =  u. 

l'osons,  pour  ahrégcr, 

/>  ^  (  (7- -!-  I  )  fjl-  —  (n^  —  un     2(7V-, 

7  =  —  ( rt-  -4-  I  ) /.-  —  -2 a  —  ( a-  —  I  )  V-. 

/•  ^  —  (  (/-  —  I  ) }.-  —  :>  a  iX-       -^  (n-  ->r-  I  ) . 

On  Iroiivc,  (Ml  ('liininaiil  //;;  entre  les  é(|iialioiis    (',  , 

■'■'loi  />''-i-,  +  '/y-r,  -;-  /-v.Ca  )  =  />.i\  —  Y,*-;j  —  /-.r^. 

Il  i-ésiilte  (le  la  preinii're  Partie  de  ce  travail  (|iie  les  deux  poinis  diniMo 
de  S  sont  à  rintersection  de  la  (•oni(|ue 

p.vl  -^-  '/.>l  -^  ru-l  -  o 
et  de  la  droite 


'.)7.  Dans  ce  ([iii  suit,  nous  supposei'ons,  pour  siinplilier  les  iMKiures.  (|ne 
les  deux  points  douldes  de  S  sont  les  points  eii'culaii'es  à  l'intini,  eoniniun^ 
il  tous  les  cercles  du  plan;  la  courbe  S  sera  une  cyr/i(/iir. 

On  a  immédiatement  les  propri(_H(''s  suivantes  fn"''  Y.)  his,  17  i  : 

I.  f'/i  cerc/e  coupe  une  cyclique  en  quatre  points,  tuitres  qur  1rs  points 
doubles,  dont  les  argiinients  ont  une  s.mim-  nulle,  eiu.v  multiples  près  de  (■>,  \  c/. 

(le  cercle,  passant  par  les  points  d'intersection  de  la  coni(|ue 

/KrJ  -+-  t/.r'l  H-  r.rl  r=  o. 

et   de  la  droite  A.  aura  pour  (H[uation,  dans   le  systi'ine  de   co(M'donn(''es 
adopte, 

o  =^  2(ai.r,  ■—-  x,.r.2  ^  X:i''z)  (/'À.r,  -^  q'J-  r^  +  l'-jx^')  —  y.(,(  p.r-^  —  (j.r\  -4-  r.r\  i  =;  o. 

et  les  arguments  des  quatre  points,  autres  que  les  points  douilles,  où  il 
coupe  la  cyclique,  v(''rifieront  r(''(| nation 

y.x  .r,(  o  H-  y.i.r.A  t)  -+-  Xs-Vii/)  +  2<u  "o(  0  =  '•• 

II.  Quatre  points  dune  cyclique,  dont  les  arguments  ont  u/ir  somme  nulle, 
sont  sur  un  cercle. 
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Les  (|ualre  arguments,  doiil  la  somme  est  nulle,  vérifieront  une  équation 

<lc  la  l'orme  (n"(i) 

^1  .r,(0  4-  x,  J\_(l)  -h  Xs  .r.J  t)  -\-  3!„  ll^,{l)  —o, 
et  les  (juatre  points  eorrespondants  de  la  cyclique  seront  sur  le  cercle 

2(a|,r,  +  c.,u-,  +  as.r,)!  +  Xoipa^]  -+-  qx'l  +  r.vl  )  ^  o, 

III.  l'iie  droite  coupe  une  CYclique  en  quatre  points,  dont  les  arguments  ont 
une  somme  nulle  [à  des  multiples  près  de  oj,  l\<.o). 

H  Ci- 
Système  principaux  de  conjugaison. 

98.  Nous  dirons  que  deux  points  de  la  cydiciueS  sont  conjugués  dans  un 
système  principal,  si  la  droite  qui  les  joint  coupe  la  cyclique  en  deux  au- 
tres points,  conjugués  dans  le  même  système.  On  aura  ainsi,  en  désii^nant 
par  .V  la  somme  des  arguments  de  deux  points  conjugués  dans  un  systi'ine 
principal 

//,  //  étant  des  entiers,  et  de  lii  résultent  pour  les  .v  les  (|uatre  valeurs 

w  ,  ,       w 

o.         —I        2  (O  ,        2W    H 

■1  a 

//  V  a  donc  quatre  systèmes  principaux. 

99.  TiiÉORiiME.  —  Les  droites  qui  joignent  deux  points  d'une  cyclique,  con- 
jugués dans  un  système  principal,  passent  par  un  point  fixe. 

Ce  théorème  est  un  cas  particulier  de  la  proposition  démontrée  au  n"  (S4  ; 
nous  allons  le  prouver  directement  de  la  manif're  suivante  : 

Soit  d'ahord  le  système  principal,  poni'  lecpnd  on  a  .v  =  o,  et  supposons 
(pie  la  droite  afX,-\- a.,x., -\- a^x^  =o   passe  par  les  deux  points  d'argu- 


(')  Les  résulliils  goométriquos  (le  ce  paragraphe  sont  bien  ciiniuis:  1;\  (UMiioiistration  seule  ikhis 
semble  nouvelle. 
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monts  7.  et  —  ■/..  conjugués  dans  ce  système,  on  a 

rt,j-,(      5()-4-«,.r.(      y.)^a-^X;{      :<)  =  o, 
rt,  .r,(—  x'i  -+-  <7o  J-.2(—  a)  -h  «3  -fsC—  ^tt  =  o. 

Or  'in  a  identiquement 
et.  par  suile. 

P3(-0  =  P.(-^-^^)=P,(^-^)=P.(^-^) 
^)  =  P,(.-f)  =  P.(^-^) 


P;(-0  =  Pi(-<- 

d'où  l'on  lire 

(E) 


P3(0- 

:P,(0; 


,  «,,(—0=     "o(0- 

i  ,,,(-0=     ",(0. 

«,(-0==      "2(0, 

M3(-0=-"3(0- 


D'après  cela.  ré(|uation 

devient 

o  =  «1  ["i  (  3! )  -H  "/.  «0  (  :t  )]  4-  r?, [»,  (  a)  +  fi  «0  (  3:)]  ^  «3  [—  "3(  î< )  -t-  •>  "i.  (  ^  )  I  ; 
on  a  d'ailleurs 

o  =  a,[«,(,3:)  -+-/.«„( a)]  +  a,[;/,(3() -;- ;/ «„(a)]  4-a3L"3(^)  -i- ■■<  "oi^'-)]- 

On  en  (ire,  par  soustraction, 

rt3(/3(3c)  =  0, 

ce  qui  exige,  puisque  a  est  quelconque,  que  l'on  ait 


L'équation  de  la  droite  considérée  est  alors  de  la  l'orme 
H. 


i3 


0 

■      -i-i 

=  0, 

Xo  =;  0. 

'■'   . . 

•     •ï'i 

—  0, 

.r3  =  o, 

2 

2  0)' 

.r. 

^  o, 

J?3  =  0, 

ato'H 

•     "f-i 

=  >., 

.rj  =  iJ., 

(  98  ) 

file  [liisse  l)ien  par  deux  couples  de  points  conjugués  dans  le  système  zéro, 
puisque  les  fonctions  iio{i),  ii,{t),  ii-,{i)  et.  paf  suite,  les  fonctions 
ii,{l)-i-lii(,{t),  ii,{t)'+-  [j.itoit),  c'est-à-dire  J.\{t),  x.,{t)  sont  paires.  On  voit 
que  cette  droite  a  un  point  fixe,  le  point  {.v,  =  o,  a?-,  =  o). 

Par  une  méthode  analogue,  on  déterminerait,  en  s'appuyant  sur  les  équa- 
tions (3)  de  la  première  Partie,  les  points  fixes  par  lesquels  passent  respec- 
tivement les  droites  joignant  deux  points  de  la  cyclique,  conjugués  dans  les 
autres  systèmes  principaux;  on  arrive  ainsi  aux  résultats  suivants  : 

Les  droites  qui  Joignent  deuv  points  d'une  cyclique,  conjugues  dans  l'un  des 
quatre  systèmes  principaux  o,  ->  2co',  2c/+  ->  passent  par  un  point  fixe  ;  les 
pi)ints  fixes  définis  ainsi  sont  : 

point   Oi. 
»)       0,. 

»  0:,. 

3  =  -',  »       O4. 

Nous  désignerons  ces  quatre  points,  Oj,  Oo,  O3,  O4,  sous  le  nom  de  pôles 
principcuix. 

Ainsi,  les  coordonnées  des  points  de  la  courbe  S  étant  mises  sous  la 
forme  (A),  trois  des  p("»!es  principaux  sont  les  sommets  du  triangle  de  réfé- 
rence. 

100.  Un  pôle  principal  est  à  l'intersection  des  hauteurs  du  triangle  fornu 
par  les  trois  autres. 

Nous  avons  vu,  en  effet,  que  les  points  doubles  de  la  courbe  S  sont  à  l'in- 
tersection de  la  droite 

plxi  -+-  '/iJ-Xn  -T-  r'ix^  ■=  o 

et  de  la  conique 

pxl  -hqx'l  -h  r.i'l  =  0. 

Le  triangle  do  référence  est  autopolaire  |)ar  rapport  à  cette  conique,  et  la 
droite  des  points  doubles  de  S  est,  par  rapport  à  cette  même  conique,  la  po- 
laire du  point  (a,  a,  v),  c'est-à-dire  du  point  Oj. 

Ainsi,  le  point  0,,  est  le  centre  d'un  cercle,  par  rapport  auquel  le  triangle 
0,0.0;,  est  autopolaire;  il  est  donc  à  l'intersection  des  hauteurs  de  ce 
triauijle.  c.   y.   r.   n. 


(  99  ) 

101.  La  cyclique  es!  anallcigf/ict/iquc  par  rapport  à  ses  t/uatre  pôles  princi- 
paux. 

Soient,  en  effet,  (juatre  points  (juelcon(jues,  il'niie  cydi(|ne  A  et  H,  A'  et 
B',  conjugués  deux  à  deux  diins  un  système  principal.  La  somme  des  iirgu- 
nients  de  ces  quatre  points  est  nulle;  ils  sont  donc  sur  un  cercle,  et  l'on  a, 
puisque  les  droites  AB,  A'B'  concourent  en  \\\\  des  pôles  principaux  0. 

^)Â.uT5  =  o7v^ôïv. 

Par  suite,  la  cycli(|ue  est  sa  pr(q)i'e  transformée,  par  rayons  vecteurs  léci- 
proques,  quand  on  prend  pour  pôle  d'inversion  un  pôle  principal,  el  pour 
puissance  d'inversion  le  produit  des  distances  de  ce  pol(!  à  deux  poinls  de  lu 
cyclique,  conjugués  dans  le  système  principal  correspondant. 

On  aj)pelle  cercle  directeur  un  cei'cle  (h'crit  d'un  pôle  principal  comme 
centre,  avec  un  layon  éi^al  à  la  racine  carrée  de  la  [)uissance  d'inversion  cor- 
respondante. Il  y  a  donc  (|ualre  cercles  directeurs. 

102.  Les  cercles  directeurs  se  coupent  à  angle  droit . 

Soient,  en  effet,  sur  la  cyclitjue  les  quatre  points  d'arguments 

r  r  r  '>''  r  'j' 

5,     —0,     —0-^-,     'J > 

0  étant  quelconque. 

Les  droites  (0,  —  0),  (—0  +  ^,0—  '-\  passent    par  <),;   de  même,   les 

droites  (  0,  —  0  +  J^  j,  (  —  0,  0  —  ~\  passent  par  0^.  Les  (juatre  points  consi- 
dérés sont  d'ailleurs  sur  un  cercle,  et  les  puissances  des  pôles  (),  et  0_,,  par 
rap[tort  à  ce  cercle,  sont  respectivement  les  carrés  des  cercles  directeurs 
coi'rcspondaiils.  Or,  d'après  la  disposition  même  des  (juati'e  points,  on  voit 
(jue  la  polaire  du  point  0, ,  par  rapport  à  ce  cercle,  passe  par  0.,  ;  et,  par  suite, 
on  aura,  en  désignant  par  a.^  la  distance  O.Oo,  par  /■,  et /o  les  rayons  des 
deux  cercles  directeurs. 

Les  cercles  directeurs  de  centres  O,  et  0^.  se  cou[)ent  donc  ;i  angle  didit. 

10;i.  Renuirquc.  —  l^es  points  O,,  Oo,  0,,  O.,  étant  donnés,  les  cercles 
directeurs  sont  déterminés. 


f     lOO    ) 

lOi.  Le  triangle,  forme  par  trois  pôles  principauv  d'une  cycHijuc,  est  auto- 
polaire  par  j-apport  au  cercle  directeur  qui  a  le  (pialriérne  pôle  principal  pour 

rentre. 

Car  on  a,  dans  le  triangle  OiO.Oj,  en  désignant  par  P  le  point  de  ren- 
eonlre  des  droites  OoOs  et  O1O3, 

^7;  =  (7^  H-  rtj  —  2«2.0,  I*, 

d'où 

/,J  =  rt,  xO,l'. 

La  droite  OoOj,  est  donc  la  polaire  dn  point  (),,,  par  rapport  au  cercle  di- 
recteur du  centre  0,.  On  démontrerait,  de  même,  que  la  droite  0:,0,  est  la 
polaire  de  ()... 

105.  TnÉor.ÈME.  —  Le  conjugué  harmonique  d'un  pôle  principal  0  par  rap- 
port à  deux  points  d'une  cyclique  conjugués  dans  le  système  principal  corres- 
pondant est  une  conique. 

Soit,  par  exemple,  le  pôle  0.;  on  démontre  aisément  les  relations 

«0(0  ~~  "i(0  ^  «2(0  ~  MO  ' 

et.   par  suite,   deux  points    de   la  cyclique,  conjugués  dans   le    système 
2(.)'-i-  ^,  ont  respectivement  pour  coordonnées 

-fi=  "i(5)-)-  'l.u,(0),     jr\=  ii,{S)  -  /.//„(6), 
^3="3(5)-f-  -JiioiO),     a-;  =«3(5)—  v«o(5). 

Le  conjugué  harmoni(|ue  du  point  /,,  <j.,  v,  par  rapport  à  ces  deux  points,  a 

pour  coordonnées 

X,=  «,(5), 

X2='/2(5), 
\,=  ih{B). 

Or  on  [ire  des  relations    B),  en  éliminant  «|;, 

■îanl-h  «j(i  —  rt'-)  -i-  Mi;(n-  «2)  =  0. 


(     '01     ) 

Le  point  (X,,  X,,  X,  )  décrit  donc  la  coniqno 

(l  —  a'-)Xj-t-  2«\^H-  (l  H-  rt-)X^  —  o. 

Nous  l'appellerons  la  roniijuc  liannnniriue  correspondant  an  pôle  principal  (),. 
Le  triangle  0,  GoO^  est  auto[)olaire  par  rapport  ii  cette  coni(|U('. 


Cercles  doublement  tangents  à  une  cyclique. 

106.   Soit  nn  cercle,  hitangeni  à  la  cycliqne  S  en  deux  points,  d'ai'gu- 
nients  0  et  0'.  On  a 

•..(î)H-y)=A.„^-4//r„', 

et,  par  suite  : 

Les  deux pt)tiits  de  eotUncl  d'un  eerc/e  hi/a/i^e/i/  à  la  i-ye/ir/iic  soiil  eoiijiit^iiès 
dans  nn  des  SYSléincs prineipaux. 

Il  y  a  ainsi  (jualre  systèmes  de  c(M'cles  hitangents,  cl  ré(|nalioii  i^cncralc 
des  cercles  d'nn  systinne  sera  de  la  forme  fn"  (îl) 

o  =  M-\  +  2«1{  H-  (",. 

o>  étant  une  constante  arhiti'airc. 
Il  en  l'ésulte  aisénienl  (pie  : 

Les  centres  des  eereles  hiUin^enls  d'un  même  sysicme  dèrri^'enl  une  eonuiue. 

I^es  ([uati'e  coni(jncs  ainsi  ohteniii^s  se  noiiinieiil  déférentes;  chacune 
d'elles  correspond  à  nn  systi'ine  |)rincipal  et  ii  nn  pôl(>  principal. 

La  puissance  d'nn  pôle  principal  par  rapport  aux  cercles  hitangeuls  du 
système  correspondant  est  évidemment  égale  au  carré  du  rei'cle  dircclenr' 
<|ui  a  ce  pôle  pour  centre;  par  suite  : 

//  )'  Il  dans  un  système  de  cercles  fnlangents  quatre  cercles  de  rayon  nu/ :  leurs 
centres  sont  à  r intersection  de  la  déférente  cl  du  cercle  directeur  correspondant 
au  systénw. 

Ces  (jiniti'c  poinis  son!  appelés  /mc/'.v.  Lue  cyidicjue  a  ainsi  sei/.(^  loyers. 
Tous  ces  résultats  sont  i»ien  connus,  el  nous  n'v  iusislerons  pas  davaulai;e. 


(     '«2    ) 

107.  La  conirjuc  harmoinque  et  la  conique  déférente  correspondant  à  un 
pôle  principal  sont  polaires  réciproques  l'une  de  Vautre  par  rapport  au  cercle 
directeur  qui  a  ce  pôle  pour  centre. 

Soient,  en  effet,  A  et  B  deux  points  de  la  cyclique  conjugués  dans  le  sys- 
tème principal  correspondant  au  pôle  0  considéré;  il  est  géométriquement 
évident  que  la  déférente  est  l'enveloppe  des  perpendiculaires  élevées  aux 
segments  AB  en  leurs  milieux.  Soient  M  le  conjugué  harmonique  de  0  par 
l'apport  au  segment  AB,  p,  la  distance  OA,  p^  la  distance  OB,  p  la  dis- 
tance OM.  On  a 

2  1  I  pl-*-p2  ,.. 

-  = \ OU        p =  pip2=  ''■, 

P  Pl  P2  '^2 

/•  étant  le  rayon  du  cercle  directeur  du  centre  0.  Par  suite  : 

Le  point  ^M  est  le  pôle  par  rapport  à  ce  cercle  directeur  de  la  droite  élevée 
perpendiculairement  au  segment  AB  en  son  milieu.  c  n.  v.  n. 

Corollaire.  —  Les  quatre  points  de  contact  d'un  cercle  directeur  avec  les 
tangentes  communes  à  ce  cercle  et  à  la  conique  harmonique  correspondante 
sont  des  foyers  de  la  cyclique. 

lOcS.    Par  un  pôle  ])rincipal  passent  deux  tangentes  doubles  de  la  cyclique. 

Ces  droites  sont  les  tangentes  menées  du  pôle  principal  à  la  conique  har- 
monique correspondante.  Les  quatre  points  de  contact  de  ces  deux  droites  et 
de  la  cyclique  étant  deux  h  deux  conjugués  dans  un  même  système  principal 
sont  sur  un  cercle.  On  trouve  ainsi  huit  tangentes  doubles.  II  n'existe  pas 
de  tangente  double  ne  passant  pas  par  un  pôle  principal;  car,  si  0  et  0'  sont 
les  arguments  des  deux  points  de  contact  d'une  tangente  double,  on  a 

2(9  +  ^')  =  Au-t-yt'«', 
et,  par  suite,  ces  deux  points  sont  conjugués  dans  un  système  principal. 

109.  Remarque.  —  Le  cercle  directeur  de  centre  0,,  est  un  cercle  décrit 
de  0.  comme  centre,  et  par  rapport  auquel  le  triangle  O1O0O3  est  autopo- 
laire; par  conséquent  '  n°  100),  ce  cercle  a  pour  équation 

((/.)  px\-\- qx\+ rxl=zo. 

La  conique  harmonique  qui  correspond  au  point  0,,  a  pour  équation 

(i  —  a-)x\-\-  lax^-^-  {i  ^  a^)x\^o. 


(  I"3  ) 

La  conique  (lélrroato  correspondant  au  même  point  est,  par  rappori  an 
cercle  directeur,  la  polaire  réciprO(|ue  de  la  eoni([ue  liarmoni(|nt';  on  a 
ainsi,  pour  son  équation. 


{» 


Or  on  a  vu  (|ue  la  cyclique  a  quatre  foyers  à  l'intersection  d'une  déférente 
et  d'un  cercle  directeur  corresp(ni(Iauts;  de  la  foi'me  même  des  équations  (y.j 
et  (^i)  résulte  le  théorème  suivant  : 

1 10.  Dans  le  (juadrilalcrc  forme  par  les  quai re  foyers  (Fane  ryc/iqiie  e(/ia'//i- 
stanls  (1  un  pôle  prinei pal.  les  points  de  re/ieo/itre  des  càlès  opposés  el  des  diago- 
nales eo'ineident  avee  les  /rois  autres  pôles  jinneipnu.r. 


IV. 

Systèmes  généraux  de  conjugaison. 

lll.  Soient  deux  points  A  et  B  de  la  cyclique,  d'arguments  0  et  .v  —  0: 
ces  deux  points  sont,  par  définition,  conjugués  dans  le  sysli'me  s.  Tout 
cercle  qui  passe  par  ces  deux  points  coupe  la  cyclique  en  deux  nouveaux 
points,  conjugués  dans  le  systf'mc  — s.  On  en  déduit  immédiatement  r'c 
théorème,  de  .Af.  Darhdux  : 

Si  l'on  coupe  une  cyclique  par  un  cercle  quelconque,  (pie  par  deux  des  ipialre 
points  d'intersection  on  fasse  passer  un  cercle,  et,  par  les  deux  autres,  un  autre 
cercle,  les  deux  nouveau  v  cercles  couperont  la  cyclique  en  quatre  points  nou- 
veaux, situés  sur  un  cercle. 

1  12.  L'équation  générale  des  cercles  qui  coupent  la  cyclique  en  quatre  points, 
dont  deux  sont  conjugués  dans  le  système  e/onné,  s,  s'obtient  comme  il  suit. 
Les  deux  autres  points  d'intersection  d'un  de  ces  cercles  et  de  la  cycliqiu- 
étant  conjugués  dans  le  système  —s,  l'équation  qui  d(mne  les  arguments 
des  points  d'intersection  du  cercle  et  de  la  cyclique  sera  de  la  forme  (35) 


(  io4  ) 

mi.  il  un  facleur  constant  près, 

'     (0  = 'Mo  (9'i +  >■?■;)  (92  +  F-?'2). 

A  et  1^.  étant  des  constantes  arbitraires. 

Les  fonctions  ii(z),  9',  (/),  •  ..,  ?1(0  sont  de  la  forme  indiquée  au  n°  55  ; 
les  quatre  zéros  de  .!/(/)  sont  les  quatre  arguments  qui  correspondent  aux 
lieux  points  doubles  de  S. 

L'équation  générale  chercbée  sera  donc  de  la  forme 

o  =  lij.\  -+-  ÀB  4-  ixC  -h  1), 

et,  comme  elle  représente  un  cercle,  quels  que  soient  X  et  [a,  les  courbes 
A  =  0,  B  =  o,  C  =  o,  D  =  o  sont  des  cercles. 
On  a  d'ailleurs 

A(o  =  A[.r,(o,^.,(o,^3(o]  =  'Mo?",(o?';(o, 

B(o=B[.r,(o, ]='i(o?"i(o?;(o, 

c(o=c[x,(o, ]= 4.(09', (o?';(o- 

D(0  =  D[.r,(0, ]=.. 1(09',  (092(0 

et,  par  suite, 

\(t)l)(t)  —  Yi(t)C{t)  —  o. 

On  en  conclut  que  le  premier  membre  S  de  l'équation  de  la  cyclique  divise 
le  polynôme  du  quatrième  degré  AD  —  BC;  en  d'autres  termes,  on  a 

S  =  AD  —  BC. 

113.  On  déduit  de  là  Vcqiiation  générale  des  droites  qui  joignent  deux 
points  eonjugués  dans  le  système  s  [ou  —  s). 

Il  suffit,  en  effet,  d'exprimer  que  la  courbe  (c'est-à-dire  le  cercle) 

}jjLA  +  }.B  +  ,aC  +  D=o 

se  décompose  en  deux  droites,  dont  l'une  est  la  droite  des  points  doubles 
de  S.  En  exprimant  cette  condition,  on  obtient  évidemment  une  écpiation 
de  la  forme 

rt  }.fJl  -t-  il }.  +  c [JL  +  6?  =  o, 

a,  h,  c,  d  étant  des  constantes. 

Si  l'on  |)Oite  la  valeur  de  [j.  tirée  de  cette  relation,  dans  l'équation  gêné- 


raie  (les  cercles  passant  par  deux  points  conjugués  dans  le  svstènu-  .v,  on 
obtient  l'équation 

o  =  "/.-(«B  —  Z>\)  +  ).  (f  B  —  r/A  -+-  fiD  -  bC)  H-  f  D  —  dC 
et  les  trois  fonctions  du  second  degré 

«B  —  *A,  cB  —  f/A  +  rtB  —  iC,  cD  —  ^C 

seront  divisibles  par  le  premier  membre  A,  de  l'équalion  de  la  droite  qui 
joint  les  points  doubles  de  S. 

Désignant  respectivement  par  A',  B',  C  les  quotients  de  ces  trois  fondions 
par  A.  on  aura,  pour  l'équation  généiale  des  droites  joignant  deux  points 
conjugués  dans  le  système  s, 

o  =  A^\'  +  ),B'4-(;'. 

Les  arguments  des  points  d'intersection  d'une  de  ces  droites  avec  S  vériile- 
ront  l'équation 

[j.  étant  lié  à  1  par  la  relation  a'/.y.  -^  hl  -f-  ry.  +  </  ^  o. 

1 14.   Par  conséquent  : 

L'enveloppe  des  droites  joi tenant  denr  poirus  conjugues  dar)'^  un  svs/r/ne 
donne'  est  une  conique. 

L'équation  de  cette  conique,  le  système  donné  étant  le  système  .v,  est 

B'2— 4  V'C'  —  o. 

Or  on  peut  écrire  identiquement 

A^(B'^-/,A'C')  =  [(rtl)4-^A-cB-  hOy-^^ibc-ad)  (AI)  -BC) 

ou 

A-(B'^'— .',A'C')i=    {a\)+d\  —  c]^-bC.f  u-  ](/,c  —  rid)S. 

Cette  identité  montre  que  laconique  enveloppe  touclie  lacyclique  en  (juatre 
points,  situés  sur  le  cercle 

al)  ^d\  —  cV,  —  bC^o. 
H  i4 


(   loG  ) 
Ainsi  : 

115.  L'^s  droites  joignant  deur  points  d'une  cyclique,  conjugues  dans  un 
svstè/ne  donné,  enveloppent  une  conique,  qui  touche  la  cyclique  en  qucUre  points, 
situés  sur  un  cercle. 

Nous  dirons  qu'une  pareille  conique  est  inscrite  dans  la  cyclique,  et  nous 
appellerons  cercle  de  contact  le  cercle  qui  passe  par  ses  quatre  points  de 
contact  avec  la  cyclique. 

Remairpie.  —  Ces  résultats  sont  un  cas  particulier  de  ceux  qu'on  a  cta- 
l)lis  au  n"  SO. 

A  chaque  valeur  de  s  correspond  ainsi  une  conique  inscrite  et  un  cercle 
de  contact;  nous  allons  démontrer  que  : 

1 16.  Tous  les  cercles  de  contact  ont  même  centre. 

Supposons  pour  un  instant  que  les  points  doubles  de  S  soient  deux  points 
quelconques  E,  et  Eo  du  plan. 

On  peut  considérer  le  svstènie  l'orme  par  une  conique  inscrite  à  S  et  par 
la  droite  A  des  points  doubles,  comme  une  courbe  adjointe  du  troisième 
degré,  tangente  à  S  en  quatre  points,  situés  sur  une  courbe  adjointe  du 
second  degré,  que  nous  nommerons  conique  de  contact.  Par  suite,  si  T  =  o, 
T'  =  o  sont  les  équations  des  tangentes  à  S  au  point  double  E,  ;  si 

A  =  T -F- i7oï'  =  o,     T-+-«|ï'^o 

sont  respectivement  les  équations  de  la  droite  des  points  doubles  et  de  la 
tangente  en  E,  à  la  conique  de  contact,  on  aura  (n°  41  ) 

puisqu'ici  a^ ,  -—  uz,  d'où 

(7,=  =  f/J. 

La  solution  «,  =  a?,  est  à  rejeter,  car  elle  exprime  que  la  conique  de  con- 
tact touche  A  au  point  E,,  el,  par  suite,  puisqu'elle  passe  par  Eo,  se  décom- 
pose en  deux  droites,  dont  l'une  est  A,  et  dont  l'autre  est  une  droite  D  du 
plan;  la  conique  inscrite  correspondante  serait  alors  la  droite  D  comptée 
deux  fois. 

Pour  obtenir  une  conique  inscrite  proprement  dite,  on  doit  donc  prendre 
le  signe  —  ;  on  a  ainsi  «,  =  —  «g. 


(   I07  ) 

De  là  colle  conséquence  : 

Les  coniques  de  contact  ont  en  un  quelconque  des  points  doubles  de  S  une 
tangente  commune;  cette  tangente  est  conjuguée  harmonique  de  la  droite  des 
points  doubles  par  rapport  aux  deux  tangentes  de  S,  au  point  double  con- 
sidère. 

Dans  le  cas  où  S  est  une  cyclique,  on  voit  ainsi  que  tous  les  cercles  de 
contact  ont  même  centre. 

On  'at^t^AIq  foyers  singuliers  d'une  cyclique  les  quatre  points  d'intersec- 
tion des  tangentes  à  cette  courbe  en  un  de  ses  points  doubles  avec  les  tan- 
gentes en  l'autre  point  double;  ces  quatre  points  sont  évidemment  situés 
deux  à  deux  sur  deux  droites  rectangulaires,  se  coupant  en  leur  milieu. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  (jue  : 

117.  Le  centre  commun  des  cercles  de  contact  coïncide  rtccr  le  point  de  ren- 
contre des  deux  droites  rectangulaires  qui  joignent  deux  à  deux  les  foyers  sin- 
guliers de  la  cyclique. 

V. 
Propriétés  du  centre. 

118.  Le  centre  commun  des  cercles  de  contact  jouit  de  propriétés  impor- 
tantes; nous  l'appellerons  dorénavant  centre  de  la  cyclique.  Les  propositions 
suivantes  justifieront  cette  dénomination. 

Soient  deux  droites  quelconques,  joignant  respectivemenl  deux  poinl^ 
conjugués  dans  le  système  s, 

r-  \'^'/.  Tî' +  (:'=(., 

Les  équations  aux  arguments  des  points  d'intersection  de  ces  droites  avec 
la  cyclique  sont  respectivement 

( o\  -h  1  o"i  )  ( o,  -j-  ;j.  o",  )  =  o, 
{ ?'i  +  '>■'  9"i  )  (  9  2  +  l^'  9 2  )  =  o, 

•j.  et  \j.'  étant  liés  à  a  et  >.'  par  les  relations 

o  =  (7/p.  -h  bl.  -H  ciJ.  -h  d,     o  ^=  rt/.'p.'  -)-  b'/.'  -h  cjx'  +-  cf. 


(  lo«  ) 
Les  huit  points  où  les  deux  droites  considérées  coupent  la  cyclique  formenl 
quatre  couples;  deux  de  ces  couples  sont  conjugués  dans  le  systèmes,  les 
deux  autres  le  sont  dans  le  système  —s.  Il  en  résulte  que  ces  huit  points 
sont  quatre  à  quatre  sur  deux  cercles,  et  les  équations  aux  arguments  des 
points  d'intersection  avec  S  de  ces  cercles  sont  respectivement 

o  =  ( 9'i  +  >.  9",  )  ( 92  H-  /a' 92 ), 
o  =  ( 9',  H-  A'  9",  )  ( o'.,  -+-  n  92  ). 

Par  suite,  on  a,  pour  les  équations  de  ces  cercles, 

o  =  >.'fxA  +  /.'B+ptC-+-D 
ou,  en  tenant  compte  des  relations  ([ui  lient  >.  et  y.,  V  et  y.', 

o  =  n'(aB  —  b\)  +>.  (cB  — c/A)  +  X'(crD—  bC)  -h  cB  —  dC, 
o  —  7/,'(«B  —  bK)-^  }/(cB  —  f/A)  -h  >,  (rtD  —  Z>C)  -H  cD  — rfC, 

ce  qu'on  peut  écrire  (n"  113) 

o  =  '^-^^  (rtD  H-  f/A  -  cB  -  i-C)  4-  r/,' A'  -+-  ^-tA  B'  -t-  C, 
2  2 

0=  '— ^'(aD-f-f/A -cB- 6C  )-(-/./.' A' +  ?-t^B'+C'. 
■1  2 

Si  l'on  remarque  que  le  cercle  de  contact  de  la  conique  B'-  —  4A.'C'  a  pour 

équation  (n"  114) 

«DH-f/A-clî-^C  =  o, 

et  que  l'équation  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points  de  contact  des  droites 
considérées  avec  cette  conique  est 

).>.'A'-i-^^^' B'+C'=o, 
2 

on  arrive,  par  des  considérations  simples  de  Géométrie  analytique,  aux  ré- 
sultats suivants  : 

119.  Soient 

A  et  B  deux  points  d'une  cyclique,  conjugués  dans  un  système  donné  s\ 
a  et  h  les  points  nouveaux  où  la  droite  AB  coupe  la  cyclique; 


(   'OD  ) 

A'  et  B',  a  et  h'  deux  couples  de  points  analogues,  situés  sur  une  seconde 
droite; 

H  et  H' les  points  où  les  droites  AB  et  AB  touchent  la  coni((ue  C,  enve- 
loppe des  droites  joignant  deux  points  conjugués  dans  le  système  s; 

31  le  milieu  de  AB; 

/n  le  milieu  de  ab. 

I.  Les  points  A,  B,  a' ,  h'  sont  sur  un  cercle  i  ; 
Les  points  A',  B',  a,  b  sont  sur  un  cercle  1'. 

II.  Les  cercles  i  et  i'  se  coupent  en  deiLV  points,  situés  sur  le  cercle  de  con- 
tact de  la  conique  C,  et  sur  la  droite  HH'. 

III.  Le  centre  du  cercle  de  contact  est  le  milieu  de  la  ligne  des  centres  des 
cercles  1  et  l' . 

IV.  Le  point  H  est  le  centre  de  l'im-olution  déterminée  sur  lu  droite  AB  par 
les  sarments  AB,  ab  ;  ou  a  ainsi 

n\.iiB=  W'i.wh. 

et  la  valeur  commune  de  ces  deux  produits  est  égale  à  la  puissance  du  point  II 
par  rapport  au  cercle  de  contact. 

120.  De  la  troisième  de  ces  propositions,  on  déduit  une  conséquence 
intéressante. 

Le  centre  du  cercle  I!  est  sur  la  perpendiculaire,  élevée  à  la  droite  AB  en 
son  milieu  M;  de  même  le  centre  du  cercle  1'  est  sur  la  perpendiculaire 
élevée  au  milieu  m  de  ah.  D'après  le  théorème  III  ci-dessus,  le  centre  du 
cercle  de  contact  est  au  milien  de  la  ligne  des  centres  des  cercles  i  et  1'  :  il 
en  résulte  que  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  du  cercle  de  contact 
sur  AB  tombe  au  milieu  des  points  M  et  m. 

En  d'autres  termes  : 

'121.  Le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  la  cyclique  sur  une 
droite  quelconque  est  le  centre  des  moyennes  distances  des  quatre  points  où  cette 
droite  coupe  la  cyclique. 

122.  Corollaire  I.  —  Les  perpendiculaires  élevées  aux  huit  tangentes 
doubles  d'une  cyclique,  au  point  milieu  des  deux  points  de  contact,  con- 
courent au  centre  de  la  cycli(|ue. 


I  lO 


123.  Corollaire  II.  —  Si  l'on  connaît  le  centre  d'une  cyclique,  et  trois 
points  de  cette  courbe,  situés  sur  une  droite  D,  le  quatrii.>nie  point  où  cette 
droite  coupe  la  cyclique  est  déterminé. 

124.  Corollaire  III.  —  Le  centre  de  la  cyclique  est  le  centre  des  quatre 
coniques  déférentes. 

Soient,  en  effet,  A  et  B  deux  points  conjugués  dans  un  système  principal; 
a  et  h  les  deux  points  conjugués  dans  le  même  système,  où  la  droite  AB 
coupe  la  cyclique;  M  le  milieu  du  segment  AB;  m  celui  du  segmentai. 

D'après  ce  qui  a  été  dit  au  n"  107,  les  deux  droites  élevées  perpendicu- 
lairement à  AB  aux  points  M  et//;  touchent  la  conique  déférente  correspon- 
dant au  système  principal  considéré;  par  suite,  le  centre  de  cette  conique 
est  sur  la  droite  P,  élevée  perpendiculairement  à  AB  au  milieu  du  seg- 
ment M//?,  et  les  droites  telles  que  P  passent  ainsi  par  un  point  fixe,  qui  est 
le  centre  de  la  déférente.  Or  nous  savons,  d'après  le  théorème  précédent, 
que  la  droite  P  passe  par  le  centre  de  la  cyclique;  il  en  résulte,  puisque  la 
droite  P  a  une  direction  variable  avec  la  direction  de  la  droite  AB,  que  le 
centre  de  la  déférente  considérée  coïncide  avec  le  centre  de  la  cyclique. 


VI. 
Coniques  inscrites. 

125.  L'équation  générale  des  coniques  inscrites  peut  se  mettre  sous  une 
forme  simple.  Si  l'on  suppose,  en  effet,  que  le  rayon  du  cercle  de  contact 
augmente  indéfiniment,  ce  cercle  aura  pour  limite  la  droite  de  l'infini 
comptée  deux  fois,  et  la  conique  inscrite  correspondante  aura  la  même 
limite.  En  d'autres  termes,  la  courbe  A-  =  o  est  une  des  coniques  inscrites 
à  S. 

Or  l'équation  générale  des  coniques  inscrites  est  de  la  forme 

M},-4-2N}. +  P  =  o, 

\  étant  arbitraire  (n"  64),  et  M  —  o  étant  évidemment  l'équation  d'une  quel- 
conque d'entre  elles.  Si  l'on  fait  M  =  A'-,  on  aura,  en  coordonnées  carté- 
siennes, pour  l'équation  générale  des  coniques  inscrites 

(VJ)  l-  -r-  2/.C  +  G  =  0. 


(  >II  ) 

La  conique  C  =  o  est  évidemment  le  cercle  de  contact  de  la  conii|uc  in- 
scrite G  =  o. 

126.  On  en  déduit  immédiatement  les  résultats  suivants  : 

Les  coniques  mscriles  à  une  cyclique  ont  mêmes  directions  d'axes.  Le  lieu  des 
centres  des  coniques  inscrites  à  une  cyclique  est  une  /lyperbole  èquilatère.  passant 
par  le  centre  de  la  cyclique.  Les  asymptotes  de  cette  hyperbole  sont  parallèles 
auv  axes  des  coniques  inscrites. 

Nous  appellerons  directions  axiales  de  la  cyclique  les  directions  axiales 
des  coniques  inscrites.  Parmi  les  coniques  inscrites,  figure  évidemment  le 
couple  de  tangentes  doubles  issues  d'un  pôle  principal;  par  conséquent,  la 
conique,  lieu  des  centres,  passe  par  les  quatre  pôles  principaux. 

Nous  appellerons  cette  conique,  ([ui  passe  par  le  centre  et  les  pôles  prin- 
cipaux de  la  cyclique,  conique  principale. 


VII. 
Cycliques  homofocaies. 

127.  L'étude  des  cycliques  homofocaies  est  liée  intimement  ;i  celle  des 
points  conjugués.  Le  tliéorème  suivant  est  dans  ce  sens  fondamental  : 

Le  lieu  des  centres  des  cercles  de  rayon  nul  passant  par  deux  points  d'une 
cyclique  S,  conjugués  dans  un  système  donné  s,  est  une  cyclique  S',  homojocale 
à  S. 

i"  Le  lieu  est  une  cyclique.  En  effet,  les  cercles  passant  i)ar  deux  points 
conjugués  dans  le  système  s  ont  pour  équation  générale  (n°  112 

'rx\  —  }.B-;j.(;  —  l)  =  o, 

A  et  [j.  étant  des  constantes  arbitraires.  A,  13,  C,  D  les  premiers  membres 
des  équations  de  (|uatre  cercles.  Soit,  en  coordonnées  cartésiennes. 

A  --  a(x'-  ~y'-)^  2(a,.r  -+-  p,y)  -  7.' 
B  =-  h{x'--^y')  --  2(a,./-  +  3, r)  -  y„ 
C  =  c  {.r-  -^y--)  -h  2(y.iX  -f-  ^j.v)  -h  73, 
])=(/(  .r-  -!-  _>•=  )  -i-  2  (  5!, ./•  -T-  3 j_v  )  -h  7 i . 


(     "2    ) 

Le  corde  'X|^.A  +  aB  +  |^.C  -h  D  =  o  sera  de  rayon  nul  si  les  équations 

>|J.  |/7.r  -+-a,]  ->rl[/>.f    4- a,]  +fji(f.r    H- a^  )  -)-f/.r    -i- a^  =  o, 

/;j.|/n-  4-3,]  -hi[br    -t-i3,]  4-^(cv    4-5,,)  4-r/)-    4- ,34  =  o, 

/;j.[^i.r4-,3,_)+y,]  +  >.[a,.r4-32j-4-yo]4-f/(s<3.r  4-  .Sj^r  4- y,  )4-5!4-î'4-pvr-t- yi  =  o 

sont  compatibles,  et  le  lieu  des  centres  des  cercles  de  rayon  nul  passant  par 
deux  points  conjugués  s'obtiendra  en  éliminant  >.  et  a  entre  ces  trois 
équations. 

On  trouve,  en  les  résolvant  par  rapport  à  )>;j.,  1  et  y., 

^  P       ^        R  T 

>^_^,     7,_^,     fx_^, 

P,  Q,  T,  R  étant  les  premiers  membres  des  équations  de  quatre  cercles.  Le 
lieu  cherché  a  pour  équation 

PQ  =  RT; 

c'est  donc  bien  une  cyclique  S'. 

2°  Cette  cyclique  est  liomofocale  à  S. 

Revenons,  pour  plus  de  clarté  dans  le  langage,  au  cas  où  les  points 
doubles  de  S  sont  deux  points  quelconques  E,  et  Ea  du  plan;  et  soient 
e,,e\;  62,  elles  couples  d'arguments  qui  leur  correspondent  respective- 
ment. On  a  c,  -h  c\  -+- e.2-i- e'.,  =  0  (n°  43  bis).  D'après  ce  qui  précède,  la 
droite  qui  joint  E,  à  un  point  quelconque  A  de  la  courbe  S,  et  d'argument  0, 
et  celle  qui  joint  E^  au  point  B  d'argument  ^  —  0,  se  coupent  sur  une  courbe 
du  quatrième  degré.  S',  dont  E,  et  Eo  sont  des  points  doubles.  La  droite  E,A 
coupe  S  en  un  quatrième  point  d'argument  —  (e',  4-c,  4- 0);  de  même,  la 
droite  E,B  coupe  S  en  un  quatrième  point  d'argument  —  {e.-,  -\-  e.;,  -h  s  —  0), 
et  l'on  voit  que  la  somme  des  arguments  de  ces  deux  points  est  — s.  En 
d'autres  teruKiS,  la  droite  qui  joint  E,  à  un  point  quelconque  de  S,  d'argu- 
ment Ô'  et  celle  qui  joint  E2  au  point  d'argument  —  ^  —  6'  se  coupent  égale- 
ment sur  la  courbe  S'. 

Cela  posé,  étant  donnée  une  droite  (luelconque  issue  de  E,  et  coupant 
S  au  point  A  d'argument  0,  on  obtiendra  les  deux  points  de  la  courbe  S' 
(autres  que  E,)  situés  sur  cette  droite  en  prenant  son  intersection  avec  la 
droite  qui  joint  E.  au  point  d'argument  s  —  0  et  celle  (jui  joint  E.  au  point 
d'argument  —  5  —  0.  Si  ces  deux  dernières  droites  se  confondent,  la 
droite  E.A  sera   tangente  à  S'.  Il  faut,   pour  cela,  que   les  points  d'argu- 


(ii3) 

nients  s  —  f),  —  s  —  <)  el  \e  point  E^  soient  en  ligne  droite,  c'est-à-dire  (|ur 
l'on  ait 

t'2  -t-  Sj  -H  5  —  0  ^  S  —  0  =:-0 

ou 

2  9  z=  e-,  -+-  e'., . 

En  ee  cas,  le  quatrième  point  où  la  droite  E,A  coupe  S,  et  qui  a  pour  argu- 
ment —  (c,  +  e\  -+-  f)),  c'est-à-dire  e.,-j-e',  —  6,  coïncidera  avec  le  point  d'ar- 
gument 0,  et  la  droite  E.A  sera  tangente  à  la  courbe  S  en  ce  point. 
Par  conséquent  : 

Les  tangentes  menées  atw  courbes  S  et  S',  par  les  //oints  E,  et  E,,  sont  /es 
mêmes. 

En  d'autres  termes  : 

Les  cycliques  S  et  S'  sont  homofocales. 

i2(S.  Il  résulte  de  là  (juc  les  huit  points  de  la  cyclique  S,  dont  les  argu- 
ments sont 

.î  s      s  '.)  .V  f.i       \  s  s  1,1  ,  .s"  (.>  , 

-5 1 : 5 ! j h2  ',)  , h  2  01  ; [ H  2  W    ; i -^2  W  , 

2  2       2  2  2  2       2  2  11  2  2 

sont  situés  sur  la  cyclique  S';  ces  points  sont,  en  elFet,  conjugués  à  eux- 
mêmes  dans  le  système  s  ou  dans  le  système  —  s. 

Les  deux  cycli(|ues  ne  se  coupant  (|u'en  huit  points,  à  distance  finie,  on 
a  ainsi  les  arguments  de  tous  leurs  points  d'intersection.  Ils  sont  de  la 
l'orme 

±-4-//-  4-  2/i'w'       (/(,A'=0,  1). 
2  '.! 

1"29.  Remaifjue.  —  Nous  dirons  désormais  ([ue  les  deux  systèmes  de  con- 
jugaison *  et  —  ^  sont  complémentaires. 

l."5().  Les  cycliiiues  homofocales  ont  mêmes  pèles  principaux  et  mêmes  cercles 
directeurs. 

Ce  théorème  résulte  directement  de  ce  qui  a  été  dit  au  n"  106. 

i;U.   D'après  ce   qui  précède,   les  huit  points   d'intersection   de   deux 
cycliques  homofocales,  situés  à  distance  tinie,  ont  pour  argument  sur  l'une, 
H.  i5 


(  '14  ) 
S,  de  ces  cycliques,  huit  quantités  de  la  fbi'me 

,    .ç         h  <ù  , ,    , 

±  -  H h  2/i'o)  : 

2  2 

la  tangente  à  S  en  un  de  ces  points  joint  donc  sur  cette  courbe  deux  points 
conjugués  dans  le  système  s,  ou  le  système  complémentaire,  et,  par  suite  : 

Les  hait  tangentes  menées  à  une  cyclique  en  ses  points  d'intersection  avec 
une  cyclique  homofocale  touchent  une  conique  inscrite  dans  la  première 
cyclique. 

132.  La  définition  donnée  plus  haut  d'une  cyclique  S',  homofocale  à  S, 
peut  se  traduire  ainsi  : 

Soient  A  et  B  deu~v  points  d'une  cyclique  S,  conjugués  dans  un  système 
donné,  s,  ou  dans  le  système  complémentaire.  Les  points  A,  et  B,  situés  sur  la 
perpendiculaire  élevée  au  segment  AB  en  son  milieu  M,  et  tels  que 

sont  sur  la  cyclique  S'. 

Car  ces  deux  points  sont  bien  les  centres  des  deux  cercles  de  rayon  nul 
qui  passent  par  A  et  B. 

De  là  résulte  la  propriété  connue  : 

Les  cycliques  honiofocales  se  coupent  à  angle  droit. 

Soient,  en  elîet,  sur  la  cyclique  S,  deux  points  A  etB,  d'arguments-  -t-s 

et' £.    La  quantité  s  étant  très    petite,    ces  deux  points  sont  voisins; 

pour  £  =  o,  ils  se  confondent  en  un  des  points  d'intersection  A^  des  cy- 
cliques S  et  S',  et  la  droite  AB  a  pour  limite  la  tangente  en  A„  à  la 
cyclique  S. 

D'après  la  construction  indiquée  plus  haut,  les  points  A,  et  B,  qui  cor- 
respondent sur  la  cyclique  S'  aux  points  A  et  B  sont  voisins,  et  la  droite 
A,B|  a  pour  limite  la  tangente  en  A^  à  la  cyclique  S'.  Or  les  droites  A,B|  et 
AB  restent  perpendiculaires;  il  en  résulte  que  les  deux  cycliques  se  coupent 
à  angle  droit  au  point  A,,.  c.  n.  f.  d. 

133.  Des  deux  théorèmes  précédents  on  déduit  le  suivant  : 

Les  huit  normales  menées  à  une  cyclique  en  ses  points  d'intersection  avec  une 
cyclique  homofocale  louchent  une  conique  inscrite  dans  la  deuxième  cyclique. 


(  ni  ) 

['M.  Les  hiiil  points  (V intersection  de  deux  CYcii(/iies  homofocales  sont  sur 
une  cubique  circulaire,  qui  passe  par  les  sommets,  les  points  de  rencontre  des 
côtés  opposés  et  des  diagonales  du  (/uadrdatére  formé  par  les  quatre  pôles  prin- 
cipaux des  cycliques. 

Tout  d'al)or(l,  ces  liuit  points  sont  Iticn  snr  nne  onljique  circnlaire.  car  la 

•>  h 

somme  (le  lenrs  ar^nnicnts  ±  -  H — oj  h-  hZ/'w'  sur  la  cvcliiiuc  S  est  nulle 

o  2  2  ^  I 

!  n"  47  ),  à  des  multiples  pii'S  de  w,  /jo/. 

Remarquons    maintenant    ([ue    les    quatre    aigunienls  -  >    — -,   --4--, 

—  -  -h  ;^  ont  une  somme  nulle  (à  des  multiples  pri's  de  to,  4'jj''.   L't  <]u'ils 
vérifient,  par  suite,  une  é(|uation  de  la  forme 

Or  les  fonctions  «„(/),«,(/),  u.^{t)  sont  paires,  la  fonction  //3(/)  est  im[>aire, 
éq.  (E),  n°  99;  il  en  résulte  que  la  constante  a^  est  nulle. 

De  même,  les  fonctions  //„,  //,,  w.,  ne  chani;ent  pas  quand  on  y  rem[)laee  / 

pai-  ^ /,  la  fonction  u.^  eliange  de  signe,  et  l'on  a  a.^^  o. 

L'équation  est  donc  de  la  forme 

<7o"o(0-(-«l"l(0  =0. 


A' 


Les  (luantités  -  4-  20/,  —  -  +  20/,  -  +  -  +  2co',  —  -  +  -  -^  20/  véri- 
.'■  2  22  2       2 

tient  par  suite  l'équation 

(^û  «0  (  ^  —  2  w'  )  +  «,  M,  {  /  —  2  0/  ), 

c'est-ii-dire,  ii  un  facteur  exponentiel  près, 

"o"vit)  —«,//,(/)  =:0. 

Les  arguments  des  huit  points  d'intersection  de  la  cveli(iue  S  et  d'une 
cyclique  homofocale  S  vérifient  donc  la  relation 

(ri^  ii„  -t-  «,  «,  )  ((7„  ;/„  ~  a^ll^)^  ci'l  li'l  ^  a\  tl\  —  o. 

Le  rapport  —  varie  avec  s,  c'est-à-dire  avec  la  cyclique  homofocale  S'  consi- 
dérée. 

Les  huit  points  d'intersection  de  S  et  de  S  sont  donc  situés  sur  la  cuhique 


(   n<3  ) 
circulaire,  dont  l'équation  est 


en  désignant  par  Uo=  o,  U,  =  o  les  équations  des  cubiques  circulaires  qui 

coupe 

tions 


coupent  respectivement  S  aux  points  dont  les  arguments  vérifient  les  rela- 


Les  huit  points  d'intersection  de  deux  cycliques  homofocales  sont  donc  sur  une 
cubique  circulaire,  passant  par  sept  points  fixes  à  distance  finie . 

Il  reste  à  déterminer  ces  sept  points. 
Or  nous  avons  trouvé  (n°  96) 

px\{t)  +  qxlit)  +  rxl{t)^iu,{t)  ^{t). 

Il  en  résulte  que  la  cubique,  dont  l'équation  est 

x^[l{px]  +qxl  +rxl)—x^{plx^  +f]ixx,+r^jX;)]  —  o. 

coupe  S  aux  points  doubles  et  en  huit  autres  points,  dont  les  arguments  vé- 
rifient l'équation 

o  =  x^{t)[^2l.  ii„{t)  ~  Xi{t)]      OU      {u^  +  lu^){u^  —  '}.ll^)  —  u\—  '/r  u'I  —O. 

Cette  cubique  fait  donc  partie  du  faisceau  (Uu,U,);  son  équation  est 

U,-).^U„=:o; 

on  vérifie  aisément  qu'elle  passe  par  les  sept  points 

(xj— o,  j:-,=  o),  (.r3=o,  a-i  =  o),   (JT,  — o,  .r3  =  o),   (j-i  =  >i,  .r,=  r^,  ^3=  v), 

c'est-à-dire  les  pôles  principaux  de  S,  et 

{Xi:^\,x,=  y.,  a-3=o),    {Xi  —  1,  ^2  =  0,  j:'3=  \i.),   (.r,=  o,  x,=  ij.,  x^—^j), 

c'est-à-dire  les  points  de  rencontre  des  côtés  opposés  et  des  diagonales  du 
quadrilatère  formé  par  les  pôles  principaux. 

D'un  autre  côté,  u^,  u],  ul  sont  liés  par  une  relation  linéaire  (n°  95); 
si  donc  U,  =  o  est  l'équation  de  la  cubique  circulaire  qui  coupe  S  aux  points 
dont  les  arguments  vérifient  la  relation  u-,[t)  =  0,  le  faisceau  de  culiiques 
(Uo,  Uo)  est  identique  au  faisceau  (Uq,  U,)  :  or  on  trouve,  comme  plus  baut. 
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que  la  cubique  y.-U„  —  Lu  =  o  a  pour  é(|uation 

.r,  [,a(/'.j'J  -^  q.r\  -^  rj'l)  —  .r .,(/->}.. r,  ^  i/ii.x,~  r-j.r,')]  =  o, 

et  l'on  véritie  qu'elle  passe  par  les  sept  points  mentionnés  plus  liant. 

Toutes  les  cubiques  du  faisceau  (/|;L„  — «'^U,  =  o  passent  donc  par  ces 
points.  c.   o.   F.   D. 

VllI. 
Systèmes  paraboliques  de  conjugaison. 

13ô.  Soient  f%,  e\  ;  e.^,  e.,  les  couples  d'arguments  qui  correspondent  res- 
pectivement aux  deux  points  doubles  E,  et  E^  d'une  courbe  du  quatrième 
degré  S;  considérons  sur  cette  courbe  deux  points  conjugués  dans  le  sys- 
tème c,  -+-('.,,  ou  dans  le  système  complémentaire  —{c,  +('2)>  c'est-à-dire 
e\  -+-  e'.,.  La  droite  qui  les  joint  toucbe  une  conique  inscrite  dans  S.  et.  comme 
la  droite  EjEo  joint  le  point  d'argument  c,  au  point  d'argument  e.,.  cette 
conique  touche  E,E.;  dans  le  cas  où  S  est  une  cycli(|ue,  la  conique  est 
donc  une  parabole. 

De  même,  les  droites  qui  joignent  deux  points  de  la  cyclique  S  conjugués 
dans  le  système  c,  -f-  e'.,,  ou  dans  le  système  complémentaire  e\  -+-  e.^,  enve- 
loppent une  parabole. 

Nous  ApiwWevons  systèmes  parabolùjues  de  conjugaison  les  systèmes  e,  -h  e.^. 
e,  -i- e'.,  et  les  systèmes  complémentaires. 

136.  Remarque.  —  L'équation  générale  des  coniques  inscrites  dans  une 
cyclique 

(i  -t-  2/.C  -h  /.-  =  0 

montre  que,  parmi  ces  coniques,  il  n'y  a  que  deux  paraboles,  et  que  ces  deux 
courbes  ont  leurs  axes  rectangulaires  et  parallèles  respectivement  aux  di- 
rections axiales  de  la  cyclique. 

137.  Nous  avons  rappelé  plus  haut  la  déiinition  des  loyers  singuliers 
(l'une  cyclique.  Dans  ce  qui  suit,  nous  désignerons  par 

Foyer  singulier  F  le  point  de  rencontre  des  tangentes  aux  brandies  f,  et  e.,, 

»  F'  i>  e\  el  e',, 

n  F,  »  Ci  et  e'., , 

»  F',  » 
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Les  foyers  F  et  F',  F,  et  F,  sont  situés  sur  deux  droites  rectangulaires,  se 
coupant  au  centre  de  la  cyclique,  en  leurs  milieux;  on  a  F, F',  =  FF' \  —  i. 
Nous  dii'ons  que  les  foyers  F  et  F',  F,  et  F',  sont  conjugués. 

138.  Tout  cercle  décrit  d'un  foyer  singulier  d'une  cyclique  comme  centre 
coupe  cette  courbe  en  deux  points  à  distance  finie,  et  la  ligne  qui  joint  ces  deux 
points  enveloppe  une  parabole  inscrite  dans  la  cyclique. 

A  deujc-  foyers  singuliers  conjugués  correspond  la  même  parabole. 

Soit,  en  effet,  un  cercle  décrit  de  F  comme  centre  ;  ce  cercle  est  tangent 
aux  points  E,  et  Eo  aux  branches  e,  et  e.,  de  la  cyclique;  il  coupe  donc  celte 
courbe,  à  distance  finie,  en  deux  points  dont  les  arguments  ont  pour  somme 
—  (f ,  +  e.,),  c'est-à-dire  e\  -i-  e\,. 

De  même,  les  deux  points  à  distance  finie  où  la  cyclique  est  coupée  par 
des  cercles  ayant  leur  centre  en  F',  F,,  F',  sont  respectivement  conjugués 
dans  les  systèmes  e^  -h  e.,,  e\  -f-  e.,,  e^  +  e'.,.  c.   o.   f.  d. 

139.  Reprenons  l'équation  des  coniques  inscrites  dans  une  cyclique 

G  -i-  2/C  -i->."-  =  o, 

et  choisissons,  comme  axes  de  coordonnées  cartésiennes,  les  axes  de  la 
conique  G  =  o.  L'équation  précédente  devient 

(H)  o  =  /-a---!-  m'y-—  l-m-+  2/.C  -H  À', 

étant  posé 

C  =  rt(.r2-T- r-)  +  2  6.r  -f-  2  cy  -+-  d. 

Considérons  les  cercles  qui  sont  bitangents  à  l'une  des  coniques  repré- 
sentées par  cette  équation,  et  qui  ont  leur  centre  sur  l'axe  de  cette  conique 
parallèle  à  l'axe  desa^  L'équation  de  l'un  quelconque  U  de  ces  cercles  sera, 
V  désignant  une  constante  arbitraire  et  «-  la  quantité  /-  —  m-, 

0=  U  :=  l-x--^in-Y- —  l'-m--h  2ÀC  +  /■- —  n-{.r  -h}.')"-. 

La  cyclique  S,  enveloppe  des  coniques  représentées  par  l'équation    H  ,  a 

pour  équation 

o  ^S  =  C- —  l-u- —  m-  y-~!-  l-iii". 

Un  a  donc  identiquement 

S  =  C—  u  +  2ÀC  +  A-—  «=  (:r  +  l'y-, 
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ou 

S  =  [C  +  À  —  «  (.r  4-  /.'  )]  [C  -+->.  +  «  {.V  4-  À' )]  --  Li. 

Cette  identité  donne  aisément  les  conséquences  suivantes  : 

1°  Les  quatre  points  d'intersection,  à  distance  finie  du  cercle  l'  et  de  la 
cyclique  S,  sont  à  l'intersection  de  ce  cercle  avec  les  deux  cercles 

C-h /. —  «(■'■-)- "^•'>=o,     C  -+-}.  +  n{.f  -t-À')  =  o, 

dont  les  centres  respectifs  sont  tixes,  (|n(ds  que  soient  la  coni(jue  inscrite 
et  le  cercle  bitangent  à  cette  conique,  que  l'on  considère. 

2"  Les  asvmptotes  de  ces  deux  cercles  coïncident  avec  les  asymptotes  de 
la  cyclique;  en  d'autres  termes,  leurs  centres  sont  deux  foyei's  singuliers 
conjugués  de  la  cyclique. 

3"  La  ligne  qui  joint  les  centres  de  ces  deux  cercles  est  parallèle  à  l'axe 
(les  f. 

Par  conséquent  : 

1  iO.  Les  (hrecli()?ts  (i.vKilcs  d'iiiir  cvcliquc  sont  celles  des  droites  qm  joigneitt 
le  centre  aii.r  foyers  sin mdiers . 

Et  : 

I  î  I .  l'.taiit  donnée  une  coniijite  inscrite  dans  une  cycli/fue.  les  cercles  qui 
touchent  doublement  cette  conique  el  qui  ont  leur  centre  sur  l'ave  /Hirallèle  à 
u/ie  direction  axiale  donnée  coupent  la  cyclique  en  quatre  points  :  deu.r  de  ces 
points  sont  conjugués  dans  un  système  parabolique,  les  deu.r  autres  le  sont  dans 
le  système  parabolique  complémentaiie. 

Si  la  direction  axiale  donnée  est  celle  de  la  droite  FF',  les  deux  systèmes 
dont  il  s'agit  sont  les  systèmes  c ,  -f-  ^2  ''t  '',  +  <'.  ;  i''  ^'-^  direction  donnée  est 
celle  de  F,  F,,  ce  sont  les  systèmes  e\  -+-  e.  et  e^  +  c... 


L\. 
Centres  et  foyers  singuliers  des  cycliques  homofocales. 

142.   Nous  avons  appelé  conique  principale   d'une  cyclique  l'Iiyperhole 
équilatère  qui  passe  par   les  (juatre   pôles   principaux  et   le  centre  de   la 
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cyclique  :  cette  conique  est  le  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  dnns  la 
cyclique. 

fM  conique  principale  passe  par  les  milieux  des  droites  qui  joignent  deux  à 
deux  les  quatre  foyers  de  la  cyclique,  situes  sur  un  quelconque  des  cercles 
directeurs. 

Considérons,  en  effet,  les  quatre  foyers  d'une  cyclique  S,  situés  sur  le 
cercle  directeur  dont  le  centre  est  le  pôle  principal  0.  Le  lieu  îles  centres 
des  coniques  circonscrites  au  quadrilatère  formé  par  ces  quatre  points  est 
une  conique  qui  passe  par  les  points  de  rencontre  des  côtés  opposés  et  des 
diagonales  de  ce  quadrilatère,  et  parles  milieux  des  six  droites  qui  joignent 
deux  à  deux  les  quatre  foyers. 

On  sait,  de  plus  (n"'*  lOG,  124),  que  par  les  quatre  foyers  d'une  cyclique, 
situés  sur  un  cercle  directeur,  passe  une  conique  (déférente),  qui  a  pour 
centre  le  centre  de  la  cyclique. 

Si  donc  on  se  reporte  au  théorème  du  n°  1 10,  on  peut  dire  c|ue  les  quatre 
pôles  principaux  et  le  centre  d'une  cyclique,  les  milieux  des  droites  qui 
joignent  deux  à  deux  les  foyers  situés  sur  un  quelconque  des  cercles  direc- 
teurs sont  sur  une  conique,  qui  est  évidemment  la  conique  principale  de  la 
cyclique.  r..  q.  f.  d. 

143.  Les  cycliques  homofocales  ont  même  conique  principale. 

Cette  conique  est  l'hyperbole  équilatère  qui  passe  par  les  (juatre  pôles 
principaux  et  les  milieux  des  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  quatre 
foyers  situés  sur  un  cercle  directeur. 

144.  Les  cycliques  homofocales  ont  mêmes  directions  axiales. 

Car  les  directions  axiales  d'une  cyclique  sont  celles  des  asymptotes  de  la 
conique  principale. 

145.  Le  lieu  des  centres  des  cycliques  homofocales  est  la  conique  principale, 
commune  à  ces  cycliques. 

Car  le  centre  d'une  cyclique  est  sur  la  conique  principale. 

146.  Dans  une  quelconque  des  coniques  inscrites  à  une  cjcli(iue,  les  deux- 
foyers  situes  sur  l'axe  [de  cette  conique)  qui  est  parallèle  à  une  direction  axiale 
donnée  sont  sur  une  cubique  circulaire,  liomofocale  à  la  cyclique  et  ayant 
une  asymptote  parallèle  à  la  direction  considérée. 
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Kn  eiïet,  d'après  le  théorème  du  n"  141,  ces  deux  foyers  sont  les  centres 
de  cercles  de  rayon  nul  passant  par  deux  points  de  lacyclHjue  considérées, 
conjuiïués  dans  un  système  paraljoli(|ue  :  le  lieu  de  ces  foyers  est  donc  une 
cycli([ue  S',  homofocale  à  S.  Mais,  si  l'on  considère  la  pai'ahole  inscrite  dans 
S,  dont  l'axe  est  parallide  à  la  direction  axiale  donnée  (n"  DUî,  I{/'/»an/iie), 
on  voit  qu'un  des  foyers  étant  à  l'infini  dans  cette  direction,  la  cyclique  S' 
coupera  la  droite  de  l'infini  en  cinq  points.  Elle  se  décomposera  donc  en  la 
droite  de  l'infini  et  en  une  cubique  circulaire,  homofocale  ;i  S,  dont  une 
asymptote  sera  parallèle  ;i  la  direction  axiale  considérée  ('). 

I  i7.  Rcman/ite.  —  Dans  un  système  de  cycliques  homofocales  ne  figurent 
que  deux  cubiques  circulaires,  puisque,  par  un  point  du  plan  et  en  parti- 
culier par  un  point  à  l'infini,  ne  passent  que  deux  cycli(|ues  du  système. 

Les  deux  cubiques  que  nous  avons  rencontrées  au  paragraphe  précédent, 
en  considérant  successivement  les  deux  directions  axiales,  sont  donc  les 
deux  cubiques  circulaires  faisant  partie  du  systi'uie  de  cycliques  homofo- 
cales à  S. 

Si  l'on  se  reporte  au  théorème  du  n"  ['M,  on  voit  que  : 

I4S.  Les  (leur  cubiques  circulaires  homofocales  à  une  cvc/ir/ue  passent  par 
les  sommets,  les  points  de  rencontre  des  côtes  opposés  et  des  diagonales  du  e/ua- 
drilatèrc  formé  par  les  (piaire  pôles  principaux  de  la  cycliipie. 

Nous  appellerons  T  la  cubique  circulaire  homofocale  à  S,  dont  une  direc- 
tion asymptotique  est  parallèle  à  la  dmile  FF  ;  T,  la  cubique  circulaire 
homofocale  à  S,  dont  une  asymptote  est  parallide  à  F, F,. 

1  »9.  L'ne  droite  parallèle  à  FF'  coupe  la  cubicjuc  T  en  deux  points  à  dis- 
tance finie  :  ces  deux  points  sont  les  foyers  d'une  coniijue  inscrite  clans  la 
cyclique  S;  le  centre  de  cette  conique  étant  sur  laconique  principale,  on  a 
cette  proposition  : 

Dans  une  cubique  circulaire,  homofocale  à  une  cyclique  doti/iée.  le  lieu  des 
milieux  des  cordes  parallèles  à  la  direction  asymptotique  réelle  est  la  conique 
principale  de  la  cyclique. 

(')  M.  Darboux  a  donné  un  lliL-urcme  analogue  pour  les  surfaces  du  (|uatrit'me  ordre  qui 
adineUcnt  le  cercle  à  l'infini  comme  ligne  double.  iSuf  une  f/«vve  reiimnindhlc  de  caurbes  et  ilc 
surfaces  ali^ébriqucs,  p.  334.  ) 

H.  i6 
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La  conique  principale  est  donc  la  conique  harmonique  du  point  situé  h 
l'infini,  dans  la  direction  asymptotique,  sur  la  cubique  circulaire  con- 
sidérée. Si  l'on  se  reporte  à  des  propriétés  connues  des  cubiques  et  si  l'on 
remarque  que  la  conique  principale  et  la  cubique  considérée  passent  par 
les  pôles  principaux  de  la  cyclique  S,  on  peut  dire  que  : 

Une  cubique  circulaire,  hornofocale  à  une  cyclique  donnée,  a  une  asymptote 
roinnuine  a^cc  la  conique  principale  de  la  cyclique. 

Les  tangentes  menées  à  cette  cubique  auv  pôles  principaux  de  la  cyclique 
sont  parallèles  à  cette  asymptote. 

\'^0.  Le  lieu  des  fovers  des  coniques  inscrites  dans  une  cyclique  est  le  même 
que  le  lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites  dans  toute  cyclique  hornofocale  (  '  ). 

(]e  lieu  se  compose,  en  elTet,  des  deux  cubiques  circulaires  qui  ont 
mêmes  foyers  cjue  les  cycliques  considérées. 

1.51.   Le  théorème  démontré  au  n"  146  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Le  lieu  des  centres  des  cercles  de  rayon  /utl passit/it  pur  deux  points  d'une 
cyclique,  conjugués  dans  un  système  parabolique  donné  ou  dans  le  système 
complémentaire,  est  une  cubique  circulaire,  homofocale  à  la  cyclique. 

Si  les  systèmes  paraboliques  considérés  sont  des  systèmes  complémen- 
taires e^-\-e.,,  e, +  p'.,,  la  cubique  circulaire  correspondante  ])asse  par  les 
fovers  sinjïuliers  de  la  cyclique  F  et  !•"  :  ces  points  sont,  en  effet,  les  centres 
(le  deux  cercles  de  rayon  nul  passant  par  deux  points  de  la  cyclique  conju- 
gués dans  le  système  e,  -t-  e^  ou  le  système  complémentaire  (n"  138). 

Si  donc  nous  nommons  aves  d'une  cyclique  les  deux  droites  rectangu- 
laires qui  joignent  le  centre  aux  foyers  singuliers  de  cette  cyclique,  nous 
aurons  ce  théorème  : 

152.  Dans  une  cyclique  quelconque,  homofocale  à  une  cyclique  S,  les  deux 
foyen  singuliers  situés  sur  l'axe  qui  est  parallèle  à  une  direction  axiale  donnée 
sont  sur  une  cubique  circulaire,  Jiomofocale  à  S,  ayant  une  asymptote  paral- 
lèle à  la  direction  considérée. 

Ainsi,  le  lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites  dans  une  série  de  cycliques 
homofocales  et  le  lieu  des  foyers  singuliers  de  ces  cycliques  coïncident. 

(  ')  l\nr,  pour  un  théorème  analogue  dans  l'espace,  l'ouvrage  cité  de  M.  Darboux,  p.  S'iJ. 


(     123    ) 

X. 

Intersections  d'un  cercle  et  d'une  cyclique 

153.  Nous  avons  vil  (•(miment,  étant  donnt'S  le  centre  d'nne  cycli(|iie  et 
trois  (les  points  communs  à  celte  courbe  et  à  une  droite,  on  pouvait  dt-ternii- 
ner  le  quatrième  point  commun.  Nous  allons  traiter  une  question  analogue 
pour  les  points  d'intersection  d'un  cercle  et  d'une  cyclique. 

1.54.  A  el  li  c/ant  deiii  points  d'une  rvc/it/iic  cu/i/iigues  dans  un  SYStéint 
donne,  ,v,  la  perpendiculawe  e/evee  au  îudieu  ^I  du  segment  AB  ern'eloppe  une 
ronùpte  ^  . 

Cette  conique  a  pour  centre  et  pour  foyers  le  centre  et  les  foyers  singuliers  de 
la  cyclique. 

On  obtient  la  même  conique  quand  on  considère,  au  heu  du  systèr/ie  de  con- 
jugaison donné,  le  système  complémentaire. 

Soient,  en  efl'et,  sur  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  M  du  segnu'iit  AU. 
les  points  A,  et  B,,  délinis  comme  au  n"  Vil,  c'est-à-dire  tels  que 

Soient 

a,  h  les  points  nouveaux  où  la  di'oite  AB  coupe  la  cyclique  considérée  S; 
A  .  B':  a  ,  h'  deux  couples  de  points  respectivement   conjugués  dans   les 

svstèmes  s  et  —  s,  et  situés  sur  une  même  droite: 
£/,,  b^;  A,,  B,;  a\,  b\  les  points  définis  à  l'aide  des  points  a,  b;  A',  B  ;  a' ,  b  . 

comme  les  points  A,  et  B,  le  sont  à  l'aide  des  points  A  et  B. 

Les  points  A,,  B,;  a,.  //, ;  a,,  b,;  A,.  B,  sont  sur  une  cyclique  S  ,  liomo- 
fbcale  ;iS  (n"  i;}2). 

Les  points  A,  B;  a  ,  //  sont  sur  un  cercle  (n"  97):  je  dis  ([u'il  en  est  de 
même  des  points  A,,  B,:  a\,  b\. 

Soit,  en  effet,  L  le  point  d'intersection  des  droites  AB.  o//.  On  a.  puisque 
A,  est  le  centre  d'un  cercle  de  rayon  nul  passant  par  A  et  B. 

de  même 

L«',    =  L6',    —  La'.Liy . 
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Mais  A,  B;  «',  //  étant  sur  un  cercle,  on  a 


et,  par  suite, 


L\.LB=^La'.LO' 


LA,'=LBi==L«,'=L6 


Les  points  A,,  B,;  a\,  b\  sont  donc  sur  un  cercle  de  centre  L;  de  même 
les  points  A',,  B',;  a,,  h,.  D'un  autre  coté,  les  points  A,,  B,  ;  «,,  b^  sont  évi- 
demment sur  un  cercle,  ainsi  que  les  points  A',,  B',  ;  a\,  h\.  Il  en  résulte  que, 
sur  la  cyclique  S',  les  points  A,,  B,;  A',,  B',  sont  conjugués  dans  un  même 
système  —  t,  et  que  les  points  «, ,  6,  ;  a\ ,  //,  sont  conjugués  dans  le  système  n. 

Par  conséquent  (n"  114)  : 

Les  droites  A,  B, ,  r/,  /;, ,  A',  B', ,  «',  />', ....  touchent  une  conique  V  inscrite  clans 
la  cyc/i(/ue  S'. 

Le  centre  de  cette  conique  est,  sur  la  perpendiculaire  élevée  à  la  droite  AB, 
à  égale  distance  des  perpendiculaires  A,  B,  ^'la,b,;  or  cette  perpendiculaire 
(n°  121  )  passe  par  un  point  fixe  qui  est  le  centre  de  la  cyclique  S;  il  en  ré- 
sulte que  le  centre  de  cette  cyclique  coïncide  avec  le  centre  de  la  conique  V. 

Les  axes  delà  conique  V  sont  parallèles  aux  directions  axiales  de  la  cycli- 
(jueS'  et,  par  suite,  coïncident  avec  les  axes  de  la  cyclique  S  (n°*  126-144). 

Les  foyers  de  la  conique  V  sont  les  points  ii  distance  finie  où  l'axe  FF' 
coupe  la  cubique  T  et  où  l'axe  F,  F',  coupe  la  cubique  T,;  ce  sont  donc  les 
points  F,  F',  F,,  F',  eux-mêmes  (n"*  116-152).  c.  q.  f.  d. 

Corollaire.  —  Si  le  système  considéré  .y  est  un  des  systèmes  principaux,  la 
conique  V  est  une  déférente  (n"  107). 
Par  suite  : 

155.  Les  coniques  déférentes  d'u/ie  cyclique  ont  pour  foyers  les  foyers  singu- 
liers de  cette  courbe. 

Soit  maintenant  un  cercle  quelconque  de  centre  K  coupant  une  cyclique  S 
aux  (juatre  points  (à  distance  finie)  A,  B,  a' ,  l>'\  soient  M  et  m'  les  milieux 
des  cordes  AB  et  a'b' .  Les  points  A  et  B  sont  conjugués  dans  un  système  s, 
les  points  a'  et  b'  le  sont  dans  le  système  —  s  (n"  97). 

En  vertu  du  théorème  précédent,  les  droites  KM  et  K/«'  touchent  une  co- 
nique V,  dont  les  foyers  sont  les  foyers  singuliers  de  la  cyclique  S.  On  peut 
donc  dire,  en  s'appuyant  sur  une  propriété  bien  connue  des  coniques,  que 
les  bissectrices  des  droites  KM  et  Km'  (qui  sont  parallèles  aux  bissectrices 
des  droites  AB  et«'^  )  coïncident  avec  les  bissectrices  des  droites  KFet  KF', 
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qui  joignent  le  point  K  à  deux  foyers  singuliers  conjugués  F  et  F'  de  la  cv- 
clique  S. 

En  d'autres  ternies,  si  nous  nommons  cordes  communes  à  une  cyclique  et 
à  un  cercle  un  des  trois  systèmes  de  deux  droites  qui  passent  par  les([uatrc 
points,  à  distance  tinie,  où  le  cercle  coupe  la  cyclique,  nous  avons  ce  tliéo- 
rème  : 

15(3.  Les  bissectrices  ilc  lout  système  de  cordes  communes  à  une  cyclie/ue  et  à 
un  cercle  coïncident  avec  les  bissectrices  des  droites  (/ui  joignent  le  centre  du 
cercle  à  deux  foyers  singuliers  conjugues  de  la  cyclique. 

Ce  théorème  permet,  étant  donnés  deux  loyers  singuliei's  conjugués  F  ft  I' 
d'une  cyclique  et  trois  points  communs  à  cette  cyclique  et  ii  un  cei'clc  dr 
déterminer  sans  ambiguïté  le  quatrième  point  d'intersection  des  deux 
courbes.  Soient,  en  effet,  trois  points  A,  B,  a  d'une  cyclique,  situés  sur  un 
cercle,  dont  nous  désignerons  le  centre  par  K.  On  mènera  par  ce  point  la 
droite  KM  perpendiculaire  à  AB,  puis  la  droite  K//^'  syméfri([ue  de  la  précé- 
dente par  rapport  aux  bissectrices  des  droites  KF  et  KF' ;  le  (|aatri('riir 
pointé',  commun  au  cercle  et  à  la  cyclique,  est  le  symétrique  du  point  u  |iar 
rapport  à  la  droite  Km' . 

Corollaire.  —  Les  bissectrices  de  tout  système  de  cordes  communes  à 
une  cyclique  et  à  un  cercle  ayant  son  centre  sur  un  des  axes  de  la  cycli(|ue 
sont  parallèles  aux  axes  de  cette  courbe. 

1.j7.  PnoiiLÈME.  —  Construire  une  cyclique  connaissant  les  foyers  singuliers 
et  quatre  points  de  cette  courbe,  non  situes  sur  un  cercle. 

On  construira  autant  de  points  de  la  cyclique  qu'on  voudra  [)ar  la  métliddc 
suivante  : 

Soient  a,  ,3,  --,  J5  les  arguments  des  quatre  points  donnés.  En  appli(iuanl 
la  construction  du  paragraphe  précédent,  on  déterminera  sur  le  cercle 
(a,  |3,y)  qui  passe  par  les  points  d'arguments  a,  [i,  y  le  point  de  la  cyclique 
dont  l'argument  est  —  (a-i-|i4-y  ;  et  de  même,  sur  les  cercles  (a,  p,î5;, 
[y.,';,^„  (3,v,  S)  les  points  d'arguments  —  (a. -t- ^  +  <)),  —  (x-i-y  +  S^ 
-(fi-t-Y  +  î5). 

On  combinera  ensuite  tous  ces  points  trois  à  trois  et  l'on  obtiemlra, 
comme  on  le  voit  aisément,  de  nouveaux  points  de  la  cyclique,  et  ainsi  de 
suite. 
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Tangente  en  un  point.  —  On  peut  construire  la  tangente  à  la  cyclique  en 
un  de  ses  points,  le  point  a  par  exemple. 

On  déterminera  sur  le  cercle  (a,  y,  (3)  le  point  d'argument  —(a -+-■/  + 13) 

))  sur  le  cercle  (5,  y, —y  —  [3  —  a)  le  point  »  a -h  [3  —  o 

»  sur  le  cercle  (a,  ô,  a -h  p  —  ô)    le  point  »  —a  a— [3. 

Le  cercle  (a,  fi,  —  ax  —  fi)  sera  tangent  à  la  cyclique  au  point  %;  il  coupe, 
en  effet,  cette  courbe  aux  points  d'arguments  a,  |3,  —  2a  —  [il,  et  son  qua- 
Irii'ino  point  d'intersection  avec  la  cyclique  aura  pour  argument 

—  a  —  ^-l-2a-i-(3. 
c'est-à-dire  a.  c.  q.  f.  d. 

Ceivle  oscillateur  en  un  point.  —  Supposons  construites  les  tangentes  à  la 
cyclique  aux  points  d'arguments  a  et  [î. 

On  déterminera  sur  le  cercle  ((3,  p,  —  2c.  —  (3)  le  point  d'argument  aa  —  ;3 
»  sur  le  cercle  (a,  [3.      la  —  [3)  le  point  »  — 3a. 

Le  cercle  (a,  a,  —  3a)  coupera  la  cyclique  en  un  quatrième  point  d'argu- 
ment —  a—  a  +  3a,  c'est-à-dire  a.  et  sera  par  suite  le  cercle  osculateur  à 
la  cyclique  au  point  a. 

1.j8.  Remarque.  —  Si  les  quatre  points  donnés  sont  sur  un  cercle,  il  faut 
que  les  bissectrices  de  tout  système  de  deux  droites  passant  par  ces  points 
soient  parallèles  aux  bissectrices  des  droites  qui  joignent  le  centre  du  cercle 
à  deux  foyers  singuliers  conjugués  F  et  F'  donnés. 

Si  cette  condition  n'est  pas  remplie,  la  cyclique  cherchée  sera  la  courbe 
du  quatrième  degré  formée  par  le  cercle  donné  et  la  droite  de  l'infini  comp- 
tée deux  fois. 

Si  cette  condition  est  remplie,  il  y  aura  une  infinité  de  cycliques  répon- 
dant à  la  (jueslion,  et  il  faudra  connaître  un  nouveau  point  de  l'une  d'elles 
pour  la  déterminer. 

1.j9.  On  peut  compléter  de  la  manière  suivante  le  théorème  du  n"  154. 

Soient  A  et  B  deux  points  d'une  cyclique  S,  conjugués  dans  le  système  s. 
La  perpendiculaire  élevée  au  segment  AB  en  son  milieu  enveloppe  une  co- 
nique V;  nous  savons  d'ailleurs  (n°  114)  que  la  droite  AB  enveloppe  une 
conique  C  inscrite  dans  la  cyclique  S. 


(   '27  ) 
si  /'u/i  fail  tourner  la  voincjuc  \  de  (^o"  autour  de  son  i-enlre.  elle  devieiil  lio- 
molhclifjue  à  la  conique  C. 

Prenons  pouraxes,  en  coordonnées  cartésiennes,  les  axes  de  la  roni(|iie  C. 
Soient  A  et  B  Ji^-.  i)  les  deux  points  conjugués  dans  le  système  s,  on  la 


tangente  au  sommet  H  de  cette  conique  coupe  la  cycli(iiieS;  a  cl  //  les 
deux  points  conjugués  dans  le  système  —s  situés  sur  la  tangente  an  som- 
met H'.  Soit 

(,r  —  x)=+ (,)-  —  , 3)2—  R-  =  <) 

l'équation  du  cercle  de  contact  de  la  conique  C;  le  centre  P  y.,  ,ï  de  ce 
cercle  est  le  centre  de  la  cyclique  S  et  celui  de  la  conique  V. 

Les  axes  de  cette  dernière  conique  sont,  en  direction,  parallidcs  ;i  ceux 
<le  C  (n°M54,  140),  et,  en  grandeur,  ce  sont  les  distances  du  [Miini  P  aux 
droites  élevées  perpendiculairement  aux  segments  AH,  a'/>'  vn  leurs  tui- 
lieux. 

Or  on  sait  que  le  produit  HA.HB  est  égal  à  la  puissance  du  poiiil  II  |>ar 
rapport  au  cercle  de  contact  de  laconique  C  (n"  ll'.>,  §  1\  );  <in  a  donc 


HA.HB  ^(cr.)--^-(b-s,y--n'-, 


(le  même 


"U 


Les  points  A,  B,  a',  h'  étant  sur  un  cercle,  on  a 

■'ÏÏI  -  rt)(HÏÏ -  rt)  =  (îTrt'-  /;)  (ÏT//-  h). 
Remplaçant  dans  cette  égalité  les  produits  HA.HB,  Ha'.ti'h'  par  leurs 
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valeurs,  il  vient 

(1(17.^  \{\  —  \m)  ^  b{ip  -  W  a'  -W  b). 

D'après  ce  qu'on  a  dit  plus  haut,  les  longueurs  des  axes  de  la  conique  V 

sont 

Pour  Taxe  parallèle  à  0 x a  —  |(HA   -+-  IIB). 

Pour  l'axe  parallèle  à  0,v (3  -  i(H'a'H- H'A'). 

Le  théorème  est  donc  démontré,  en  vertu  de  l'égalité  précédente. 

160.  Remarque.  —  Le  point  M  milieu  de  la  droite  AB  est,  d'après  cela, 
situé  sur  la  courbe,  lieu  du  sommet  d'un  angle  droit  dont  les  côtés  restent 
tangents  h  deux  coniques,  C  et  V,  homothétiques  à  90°.  Il  en  est  de  même 
du  point  m' ,  milieu  du  segment  a'h' .  Or  le  lieu  précédent  est,  comme  le 
calcul  le  montre  aisément,  une  courbe  du  huitième  degré,  qui  se  décompose 
en  deux  cycliques,  ayant  chacune  un  point  double  à  distance  finie.  Si  l'on 
se  reporte  au  théorème  général  du  n"  83,  on  peut  énoncer  les  résultats  sui- 
vants : 

Le  lieu  du  niilieu  du  segment  formé  par  deux  points  d'une  ryclique  S  eonju- 
gués  dans  un  système  donné  est  une  cyclique  ayant  un  point  douhle  à  distance 
finie. 

Le  lieu  du  milieu,  du  segment  formé  par  deux  points  de  la  cyclique  S  conju- 
gués dans  le  système  complémentaire  du  premier  est  une  seconde  cyclique  à 
point  double. 

L'ensemble  de  ces  deux  cycliques  est  le  lieu  décrit  par-  le  sommet  d'un  angle 
droit  dont  les  côtés  restent  respectivement  tangents  aux  coniques  C  et  \,  définies 
plus  haut. 

XL 

Théorèmes  divers. 

161 .  Les  quatre  cercles  directeurs  d'un  système  de  cycliques  homofocales  font 
partie  de  ce  système. 

Soit,  en  effet,  un  cercle  de  rayon  nul  passant  par  deux  points  d'une 
cyclique  S,  conjugués  dans  un  des  systèmes  principaux,  le  système  o  par 
exemple.  La  puissance,  par  rapport  à  ce  cercle,  du  pôle  principal  0,  de  la 
cyclique  est  égale  au  carré  du   rayon  du  cercle  directeur  de  centre  0, 
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(n°  101)  et,  p;ir  suite,  le  centre  du  cercle  de  rayon  nul  considéré  est  sur  le 
cercle  directeur  précédent. 

Un  cercle  directeur  d'une  cyclique  est  donc  le  lieu  des  centies  des  cei'cles 
de  rayon  nul  passant  par  deux  points  de  cette  cyclique  conjugués  dans  un 
système  principal.  c.  q.   r.  d. 

]■• 
1 62.   Le  lieu  tics  pieds  des  normales  abaissées  du  eeiilrc  d'ti/w  eyclir/ue  site  les 
eoriif/ites  inscrites  dans  eette  cyclique  est  la  coniffue  orincipale. 

On  le  vérifie  immédiatement  par  le  calcul,  en  partant  de  ré(|ualion  liéné- 
rale  des  coniques  inscrites  dans  une  cyeli([ne.  Par  conséquent  : 

Kj^î.  Af  Itcu  des  pieds  des  nornviles  tthaissecs  du  centre  tl  itne  ipielcoiupte  des 
evclitjues  d'un  système  /wfpn/ocal  sur  les  conif/ues  inscrites  dans  cette  cyclitpic 
est  la  cf}nique  principale  tlu  svstr'mc. 

IGl.  .\ous  savons  ([ue  la  perpendiculaiie  élevée  en  sou  milieu  au  seg- 
ment formé  par  deux  points  d'une  cyclique  S,  conjugués  dans  un  système 
principal,  enveloppe  une  déférente  de  cette  cyclique.  D'après  ce  qui  a  été 
dit  au  n"  1.5i,  cette  déférente  est  inscrite  dans  la  cycli(|ue  S',  homofocale 
à  S,  qui  est  le  lieu  des  centres  des  cercles  de  rayon  nul  passant  par  deux 
points  de  S  conjugués  dans  le  système  principal  considéré. 

Si  ce  systi'uie  est  le  système  o,  la  cyclique  S'  sera  le  cercle  direcleur  de 
centre  0,  et,  par  suite,  d'après  le  théorème  précédent  : 

Les  pieds  des  normales  ahaissc'es  il' un  p()le  principal  d'une  cYclitpte  sur  la 
déférente  correspondante  sont  sur  la  conit/ue  principale  de  la  tyclitpie. 

16.).  Le  lieu  des  foyers  singuliers  des  cycliques  d'un  système  liouiol'o- 
cal  coïncide  avec  le  lieu  des  foyers  des  déférentes  de  ces  courbes  (n"  l.")j). 

Or  les  déférentes  correspondant  à  un  même  pôle  principal  passent  par 
les  quatre  foyers  situés  sur  le  cercle  directeur  dont  ce  pôle  est  le  centre. 
Par  conséquent  : 

Le  lieu  des  foyers  tics  conit/ues  passant  par  quatre  points  situés  sur  un  cervle 
se  compose  de  deux  cubiques  circulaires,  ayant  ces  quatre  points  pour  foyers. 

(SvLVESTEIi.) 

Ces  deux  culjicjues  passent  par  les  points  de  rencontre  des  cotés  o|)[)osés 
H.  .  1- 
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et  des  diagonales  du  quadrilatère  formé  par  les  quatre  points.  Elles  passent 
égalenioiit  |)nr  le  centre  du  cercle  sur  lequel  ces  points  sont  situés. 

XII. 

Cycliques  inscrites. 

166.  Nous  dirons  (|ue  deux  cycliques  S  et  S'  sont  inscrites  l'une  dans 
Tautre  si  elles  se  touchent  en  quatre  points  (à  distance  finie)  situés  sur  un 
cercle. 

L'équation  générale  des  cycliques  S'  iuscrites  dans  la  cyclique  S  sera,  eu 

coordonnées  cartésiennes, 

o  =  S'=S  +  M-, 

M  =  o  étant  l'équation  d'un  cercle. 

167.  Les  cercles  d'un  même  système,  bitangents  à  une  cyclique  S'  inscrite 
dans  une  cyclique  S,  coupent  cette  dernière  en  quatre  points  :  deux  de  ces  points 
sont  conjugues  dans  un  système  J/xe,  les  deux  autres  le  sont  dans  le  système 
complémentaire . 

En  effet,  L'  =  o  étant  l'équation  d'un  cercle  bitangeut  à  la  cyclique  S  ,  on 

a (n"  106) 

U  =  u=A  +  2wB-4-C; 

10  étant  une  constante.  L'équation  de  la  cyclique  S',  enveloppe  des  cercles  L', 

sera 

S'=B'-AC  =  o. 

On  a  ainsi  l'identité 

B^-AC  =  S  +  M= 

ou 

B=  -  A ( U  —  A w=—  2B co)  =  S  +  M\ 

c'est-à-dire 

S  -h  AU  :=  ( Aw  4-  B)^—  M2=;  (Aoj  +  B  -H  M)  ( Au  +  B  —  M). 

Par  conséquent,  les  points  communs  à  la  cyclique  S  et  au  cercle  U  sont 
à  l'intersection  de  ce  cercle  avec  les  deux  cercles 

Aa)-i-B+M  =  o,     Aco  +  B  —  M  =  o. 
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Or  le  cercle  Ao)  +  B  -4-  M  a  deux  points  fixes,  (nicj  (\nr  soil  w,  et  ces  ilriix 
points  sont  situés  sur  S,  puisque,  si  l'on  fait  dans  l'identité  pi'éeédente 

A  =  o    et    IJ  H-  M  =  o, 
on  trouve 


Il  en  résulte  que  deux  des  points  communs  à  la  cyclique  S  et  au  cer(de  C 
sont  situés  sur  un  cercle  passant  par  deux  points  tixes  de  S,  c'est-à-dire  ont 
des  arguments  de  somme  constante.  c.   o.   i-.   n. 

IfjS.  ConOLl.Air.E  I.  —  Dati-  des  points  co/rmuiiis  à  une  orii/fnc  cl  à  un 
cercle  fjui  louche  deux  cercles  d'un  nirme  svslèrne.  hituiifj^enls  à  celle  cye//(/iu-, 
sont  conjugués  dans  un  système  fixe. 

Couou.Aini:  H.  —  Les  cercles  tjui  jxtsse/it  fx/r  ileuv  points  d  une  cycH(jue 
conjugues  dans  un  système  doitnc.  et  qui  touchent  un  cercle  fixe  bitungenl  à  la 
cvclif/ue,  touchent  un  second  cercle  fixe,  bilan gent  à  la  cvclique  et  du  même 
sYstème  fjiie  le  premier. 

Couoi.LAir.E  III.  —  Les  cercles  qui  passe/il  par  deux  //oints  d'une  c\clique  con- 
jugués dans  un  système  donne,  et  par  un  foyer  de  la  cyclique,  loui-heni  un 
cercle,  hitam^cnt  à  cette  courbe. 

(lor.OLLATnr  IV.  —  Les  (paître  foyers,  situés  sur  un  cercle  directeur,  d'une 
cyclique  S'  inscrite  dans  une  cyclique  S,  sont  sur  une  cyclique  honiofocale  à  S 
(>l.  Darboux). 

Car  ces  cpiatre  points  sont  les  centres  de  cercles  de  ravoii  nul  passant  pai- 
deux  points  de  S,  conjugués  dans  un  même  syslJ'mc. 


\  Il  cl  iif/proiné  : 
l'.iri^.   le    i"^  mai   iNSâ. 

Lt:   DdYEN  ni;  f.a  Facilté  drs  S(:u;.nci;s, 

MILNE  EDWAHDS. 

Permis  d'imprimer  : 
Piiris,  II'  2  mai  iSS.'). 

Lf.  Vice-Rectelu  de  l'Académie  de  Paris, 
GIŒARD. 


SECONDE   THESE. 


PROPOSITIONS  DO»ÉES  PAR   LV  FACLLTÉ. 


Figures  d'é(|uilibrc  (ruiie  masse  fluide  dont  les  molécules  s'attirent  sui- 
vant la  loi  de  Newton. 


\  Il  et  apprnuvé  : 
Piiris,  le   1"  iiKii    i,ss'). 

Le  Doyen  ue  la  Facllté  des  Sciences, 

MILNE  EDWARDS. 

Permis  d' imprimer  : 

Paris,  le  >  mai  iSSi. 

I,E  \  ice-Recteir  de  l'Académie  de  Paris, 

GHÉ\RD. 
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